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SIMPLIFICATION DU CALCUL ALGÉBRIQUE (*) 

Par M. M. Philippof. 



1. — Tout polynôme homogène et rationnel, ordonné 
d'après deux variables, ou, si Ton préfère cette expression , 
toute formt binaire ax'' + 6a?«-*j/ -i- . . . .+. kxy''-^ -t- /y» peut 
être représenté par un symbole, composé des coefficients du 
polynôme donné. Ainsi ie symbole (^aôcc?^) ou simplement 
{aàcd) représente complètement la forme aœ^ + bx*y + cxy* 
+ dy^ (**). Il suffit de remarquer, que la posittm des 
coefficients dans le symbole détermine complètement les 
puissances sous-entendues des deux variables. En posant 
y = I, le symbole i^Cy) s: oas» + bxy + cy^ devient (^bc^) 
s: ax* -\- bx -h c. C'est un trinôme ordonné d'après les puis- 
sances décroissantes d'une seule variable. En posant x = i 

le symbole (xSSSjy) devient G 3 587^) et l'on a (3587^) s 3 + 
Sy - 82^* 4- 7y», etc. 



•(*) Les lecteurs du Jmrn. de Math, élém., connaissent déjà les nre 
miers principes de ma méthode (Voir l'article de M. de LonffchamDs" 
Journal, 1886, p. 182). Je la présente maintenant sous un point de vue 
un peu plus général. 

C'est en 1885 que j'ai communiqué ma notation à l'Académie Française 
(Comptes rendus, 1885, n» 13). 

(**) Depuis qu'a paru l'analyse rappelée dans la note ci-dessus l'ai eu 
l'occasion de lire un ouvrage qui ne m'était pas connu à la date où 
cette analyse fut écrite et qui renferme le principe d'écriture svmbo 
lique, en question. Le livre dont je veux parler est le %no/)s»> ofelementary 
results in pure Mathematics, etc., by G. S. Garr ; sa première édition date 
de mai 1880. On trouvera à la page 35, d^s exemples de multiplication 
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Pour abréger récriture, on peut employer la notation 
abc pour désigner indifféremment xO^Cy^ xO>bc et abcy, La 
nature du problème indique presque toujours le nombre des 
variables et Tordre des puissances; mais, en cas d'ambiguïté, 
on devra recourir à une notation plus explicite, en ajoutant les 
variables de la manière indiquée. Pour expliciter les signes 
des coefficients, on met le signe — au-dessus du coefficient 
considéré. 

Remarque. — Quand on a deux variables, la somme (abcd) 
+ (ABC) = ax^ -h bx^y + cxy^ + dy^ + Ax^ + Bxy -h Gj/« 
est irréductible. Mais dans le cas d'une seule variable, on 
aurait a 4- A, 6 + B, c -h G, rf pour les symboles croissants 
et a, 6 4- A, c -h B, G + d p:ur les symboles décroissants. 
Cette remarque montre que l'addition et la soustraction des 
symboles diffère dans les trois cas, mais les règles de la 
multiplication, comme on verra plus tard, sont toujours les 
mêmes. 

2. Multiplication. — Je suppose que les symboles donnés 
contiennent les mêmes variables semblablement ordonnées. 

Pour multiplier (abcd) par (ABC) il faut appliquer la règle 

suivante. On écrit le multiplicande autant de fois qu'il y a de 

coefficients dans le multiplicateur. 

On obtient : 

abcd 

abcd 

abcd 



et de division effectués par un procédé que M. Garr nomme Méthode des 
œefficients détachés; ce qui est aussi Pidée première e\, si je ne me 
trompe, fondamentale, de la méthode de calcul qu'expose ici M. Phi- 
lippof. 

Le présent mémoire de M. PhUippof n^est pas élémentaire dans toutes 
ses parties; mais il intéressera certainement le pins grand nombre 
des lecteurs de ce Journal. Les symboles de M Philippof sont, natu- 
rellement, gênants pour ceux qui sont habitués aux notations plus expli- 
cites de Talgèbre et il ne serait pas bon, croyons-nous, de les introduire 
dans renseignement de cette science, devant des débutants. Cette écriture 
symbolique exige, en effet, une abstraction de Pesprit qu'on ne saurait, 
sans danger, exiger de ceux-ci; mais je crois qu'elle pourra rendre, 
dans les reherches mathématiques, à ceux qui se seront familiarisés avec 
elle, de réels services. G. L. 
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A ces trois lignes horizontales, ou ajoute le multiplicateur 

A 
rangé en quatre colonnes verticales telles que B 

G 
et on oblient ; 

aA 6A cA dk 

R = aB 6B cB rfB 

aC 6G cC rfC 

Le symbole R est une fcyrme rectangulaire à colonnes obli- 
ques : cela veut dire, que les coefficients des diverses puis- 
sances de X sont rangés en colonnes obliques. Ou voit donc 
que le symbole obtenu est égal à Texpression suivante 
akx^ + (6A + dB)x^y -f- (cA h- 6B h- aC)a;'t/' 
+ {dk + cB + 6C)aî«î/» 4- (dB + cG)x%/ h- dGî/^ 

Problème. — Multipliei* : 

(a* - ab -4- b«)x2 -+- (a - 2b)xy + (a - 3b)y* 
far (a — 4b )x + (a' — ab -f- b*).y 

Rép, — Pour représenter les polynômes donnés on peut 
employer les symboles i i i' i 2' i 3 et i 4' i 1 i. Les 
apostrophes marquent les coefficients du symbole; ces coeffi- 
cients sont eux-mêmes des symboles. On compose la forme 
rectangulaire ^n multipliant i i i par i 4 etc. On obtient : 

III 12 I 3 



444 48 412 



I I I 


I 2 


I 


3 


I I I 


1 2 


1 


3 


I I I 


I 2 


I 


3 



Les coefficients du produit 
sont eux-mêmes des formes 
rectangulaires. 



En réduisant par colonnes obliques les coefficients sym- 
boliques de ce symbole, on obtient : 

15^412321 + 16^ i332-f- 171 2' 1443. 
Dans ce cas, on ne peut pas réduire davantage. Si Ton veut 
revenir à la notation explicite, on observe que 

I 2 3 2 ï =: a* — 2a^b + 30*6^ — 2a¥ 4- ¥\i 6S := a^ — 6ab 
&b\ etc. 
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Mais, si Ton avait b = i, i] serait permis d'aller plus loin. 
En comparant les termes 

I I I 



ï 2 

III ®*' - 

! 48 

I I I 



on remarque qu'on peut ajouter i + 8, i -h i -h 2 H- 4, etc., 
en procédant de gauche à droite d'après les colonnes obliques. 
On obtiendra finalement : 






[554 I 248 9' I 2 4 i o' I 44 3 = 
(a» — 5a* -h 5a — 4) ic» + (a* — 2a' 4- 4a* — 8a 4- g)x^y 
4- etc. 

Si, au contraire, a = i, il faut ajouter les coefficients dans 
Tordre inverse. 

(A suivre.) 



SUR LA RACINE CUBIQUE D'UNE IRRATIONNELLE 

DE LA FORME a -h \/b (*). 
Par M. Boutliij professeur au Collège de Vire. 



La transformation d'une expression de la forme ^a -[- \/b 
en une somme de radicaux simples, est traitée dans les cours 
élémentaires; la transformation analogue pour une expression 

de la forme y a + \/b a été examinée dans ce Journal (**). 
Nous nous proposons dans cette note une transformation 



3/- 



analogue pour les expressions de la forme \/ a -h \/b. 

Cherchons d'abord la forme de cette racine, et supposons 
que Ton puisse avoir : 

y a + v/6 = \/x 4- \/y> 

(*) Cette question a été posée et résolue par Lacroix ; elle fait partie 
des exercices proposés dans l'algobre de M. G. de Longchamps {Algèbre, 
leçon 14, ex. 12). 

(**) Voyez Journal 1882, p. 63. 
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L'élévation au cube donne : 

a -f- \/b = x\/x ■+- y\/y h- 3x\/y -+- 3y\/x. 

Le second membre contenant deux radicaux différents ne 
pourra pas être identifié avec le premier; donc l'hypothèse 
faite est fausse. On voit toutefois que Tidentification devient 
possible si Tun des radicaux du second membre disparait, 
c'est-à-dire si x est un carré parfait. 

Posons donc : 

_\a'h\/b = X'h\/y 
d'où a -^ \/b =. x^ -h Zx^sjy + "hxy + yy/y- 

Identifions les deux membres ; il vient pour déterminer 
aï et 1/ les deux relations : 

a ~ x^ -^ 2>xyy (l) 

\Jb = \/y(lx^ + y). 
Elevons au carré ces deux équations et retranchons-les. 

a^ ~ X* 4- ôcc*// + ^^^y^ 

b = gx^y + 6x*y* 4- y' 

a* — 6 = a?^ — 3x^y -h 3a;*y* — y^ — {x^ — t/)' 

^* - 2/ = v'a* - 6. 
Si a* — 6 est un cube parfait, la transformation pourra 
être avantageuse, la condition est nécessaire ; elle n'est pas 
suffisante. 



Pour abréger, posons : c = sja^ • b. 

Ou a 

y =z x"^ — c. 

Substituons dans (I) cette valeur de y, il vient pou i do 
terminer x l'équation ; 

/{x^ — 3cx — a = 0. 

Si la transformation est possible, cette équation aura une 
racine commensurable, qu'il est aisé de trouver. Si la racine 
est entière, elle se trouvera parmi les diviseurs du terme 
indépendant de x, ces diviseurs y compris a et i étant pris 
avec le signe -h ou avec le signe — ; si elle est fraction- 
naire, son numérateur se trouvera ainsi qu'il vient d'être 
dit, et son dénominateur sera parmi les diviseurs du coeffi- 
cient du terme en a?'. Ainsi^ après quelques essais, on pourra 
trouver cette racine. 
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La première condition: a^ — 6, cube parfait, peut tou- 
jours être remplie, il suffit de mettre la racine cherchée 

_ 3 _ 

sous la forme : {x + \/y) y/z, et de profiter de l'indétermi- 
nation de z de manière à remplir cette condition. 

Exemples : \^ Soit à transformer sjy + y/SÔ. 
Posons 

V 7 + v/5o = X + v/t/. 
Ici a* — 6 = 49 — 5o = — i dont la racine cubique est 
— I ; doncc = — i, a? est déterminé par Téquation ; 

^x^ 4- 3a? — 7 = G 
La transformation sera possible si cette équation admet 
une racine commensurable ; or, à simple inspection, on voit 
la racine x =^ i \ ensuite y = oî* — c = 2. On a donc : 

v/z + v/5Ô = I + v/2 (*). 

2® Soit à transformer y'52 + 3ov/3. 
Posons : 

V52 + 3ov/3 = [x + v/j/j V^- 
Si on répète le calcul précédent, en tenant compte du 

a — 

facteur V2, il vient ; 

I / fl* l) j 3 ■ 

Ici a — 53, 6 = 27j)o, a* — 6 = 4 ; donc ; 



ï II- 
x^ — y = - V4Z 

z 



l*) L'identité 

a + V/^ =: v/«^ + ^*/3 -h \/ôl3a2 + /3)2 
donne la /orme arithmétique des nombres a et 6 qui se prêtent à une 

transformation avantageuse pour Texpression irrationnelle /a + >/b» 
Par exemple, en faisant a = i. |3 — -, on a Pexpression numérique 
considérée ici. 
De même, Tidentité 

donne la forme arithmétique des nombres a, 6 auxquels s'applique la 
deuxième transformation. Eq donnant aux lettres a. ^, y des valeurs 
numériques quelconques, g = 2, j3 = 3, 7 = 2, par exemple, on ob- 
tiendra une irrationnelle \/52 -f-3ov/3, à laquelle s'appliqup, avec certi- 
tude, la transformation présente. G. L. 
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Pour que aï* — y soit rationnel, il suffit de faire js = 2, 
il vient alors x* — y = i ; et pour déterminer x Téquation : 

^zx^ — 3czx — a = o 
qui est ici 8x^ — 6x — 02 = o. 

Cette équation admet la racine commensurable a; = 2 

d'où t/ = ce* — c = 3 et Ton a 

3/- ^-7- \ ,..3.- 



y/52+ 3ov/3 = (2 + /3JV2. 



VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'EQUERRE (*) 

Par M. €■• de liongehamps* 

(seconde partie) 



CHAPITRE I" 

LES PREMIÈRES APPLICATIONS ; LA FAUSSE ÉQUERRB ET LE CORDEAU 

Il n'entre nullement dans notre plan de reproduire ici la 
description des instruments d'arpentage, non plus que leurs 
applications classiques. Nous insisterons seulement dans ce 
premier chapitre sur deux instruments moins connus, et qui 
sont pourtant, croyons-nous, d*une utilité pratique incontes- 
table; nous voulons parler de la fausse équcrre et du cordeau. 

m 

1. La fausse équerre et le cordeau. — En principe, 
la fausse équerre est composée d'un piquet vertical sur 



*) La première partie a été pubUée, eu parlie, dans ce Journal et, en 
partie, dans le Journal de Mathématiques spéciales, pendant les années 
1885 et 1886; cette seconde partie ne comporte que des développements 
très simples, elle paraîtra régulièrement dans le Journal de Mathémi" 
tiqttes élémentaires, jusqu^à son dernier chapitre. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1887, i. 
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lequel on peut fixer deux tiges horizontales, munies d'ali- 
dades, faisant entre elles un angle quelconque (*). 

Le but de cet instrument est de reproduire, en différents 
points, un angle déjà observé. 

Quant au cordeau, c'est Tinstrument d'arpentage le plus 
simple qu'on puisse imaginer; un ruban d'acier divisé en 
parties égales, comme celui dont se servent les géomètres 
arpenteurs, ou même une simple ficelle terminée par deux 
petits piquets en bois, voilà tout l'instrument. Nous emploie- 
rons pourtant, dans quelques solutions, un cordeau un peu 
plus compliqué, portant certaines divisions ou, pour mieux 
dire, certains points de repaire et que nous nommerons le 
cordeau divisé; îl peut, d'ailleurs, être obtenu sans difficulté 
avec une corde quelconque, comme nous l'expliquerons plus 
loin. 

2. Réflexions générales. — L'utilité des développe- 
ments dans lesquels nous allons entrer, et qui n'est peut-être 
pas suffisamment apparente, est surtout motivée par la sim- 
plicité extrême des instruments qui sont en jeu dans les 
solutions que nous allons exposer. 

A ce propos, il est bon de noter ici, au moment où nous 
pénétrons dans l'exposition des applications pratiques de là 
géométrie de la règle et de Téquerre, qu'il n'est pas indiffé- 

(*) On trouve, dans une ancienne géométrie, cette description de la 
fausse équerre « Il suffit de pratiquer sur la tête d'un gros piquet, deux 
entailles droites qui se coupent d'une manière quelconque, ou de fixer 
en croix, sur le bout d'un bâton, deux morceaux de bois qui fassent 
un angle quelconque et qui portent trois épingles plantées perpendicu- 
lairement, une au point de croisement, les deux autres vers les extré- 
mités des côtés d'un des quatre angles formés, » [Géométrie appliquée à 
Vindustrie, par Bergery, ancien élève de l'École Polytechnique, profes- 
seur à l'École d'artillerie de Metz, ... Bachelier, 1835; p. 70). 

Cette description de la fausse équerre la montre bien, croyons-nous, 
sous son jour véritable. Telle est, en effet, l'extrême simplicité de cet 
instrument qu'on peut, à un moment donné, réaliser celui-ci sur le 
lieu même de l'opération. On observera notamment la différence essen- 
tielle qui distingue la fausse équerre des différents graphomètres. Ceux- 
ci ont pour but de mesurer des angles; la fausse équerre se propose 
simplement de relever un angle donné pour le reproduire en un autre 
point du terrain, sans que la valeur de cet angle ait besoin d'être 
connue. 
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rent de savoir résoudre un problème d'arpentage par des pro- 
cédés très divers. En effet, quand il s'agit d'obtenir sur le 
terrain certains résultats, les conditions matérielles qui sont 
imposées à une solution connue, bien que celle-ci soit irré- 
prochable au point de vue théorique, peuvent la rendre 
absolument illusoire et vaine. 

Cette observation, Servois, dans le livre que nous avons 
cité, Ta produite, à plusieurs reprises, y insistant avec raison; 
nous l'avons eue, nous-mêmes, l'estimant fort judicieuse, 
constamment présente à l'esprit dans la rédaction de la seconde 
partie de cet ouvrage. C'est précisément, pour répondre aux 
besoins si divers de la géométrie pratique, que nous nous 
sommes efforcé de multiplier et de varier autant que possi- 
ble, sans toutefois sortir de la simplicité qui s'impose tout 
naturellement à cette géométrie, les solutions des problèmes 
fondamentaux de l'arpentage. Dans la géométrie théorique,- 
on s'attache, et avec raison, à trouver la solution la plus 
élégante; il n'en est pas toujours ainsi dans la géométrie 
pratique et telle solution, bien qu'elle exige plus de tracés 
et plus de calculs, peut pourtant, dans certains cas, être 
celle qu'on doit préférer, du moins dans les conditions maté- 
rielles où le problème se présente. 

Cette remarque générale étant faite ici, pour n'y plus reve- 
nir, nous abordons l'exposition des solutions de quelques 
problèmes d'arpentage, solutions obtenues par l'emploi de * 
la fausse équerre et du cordeau.. 

3. — Problème I (*). Prolonger une droite au delà d'un 
obstacle. 

Ce problème est l'un de ceux auxquels s'appliquent le 
mieux la fausse équerre et le cordeau. 

La fig. 420 montre suffisamment, sans qu'il soit besoin 
d'entrer dans des explications qui se présentent d'elles- 

(*) Dans ce problème, et dans plusieurs de ceux qui sont traités 
dans ce chapitre, il est sous entendu que les solutions nécessitent 
seulement l'emploi de la fausse équerre et du cordeau. S'il ne doit 
être fait usage que de Tun ou de l'autre de ces instruments, Ténoncé 
fait alors mention de cette particularité. 
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mêmes à Tesprit, comment la repétition de Fanglo 6 permet 

c-3 de résoudre cette question 

classique. On suppose bien 

, , ^' ^ entendu que, avec Taide du 

07 — 7^^0 Td ~ cordeau, la longueur AB ait été 

/ '^ «T» reportée de G en D. 

J> "c Mais il est bon d'observer, à 

^*^- ^^^' propos de ce problème, que la 

fausse équerre permet de le résoudre dans des conditions 

qui ne se prêteraient pas à l'u- 

A A v^^ ^^ ^ ssig® ^® l'équerre ordinaire. On 

^^\jmMP^ voit d'abord {fig. i^l) comment 

^^^ — ^ on peut trouver le prolongement 

^. ^^^ A' de A en faisant marquer à la 

fausse équerre un angle obtus; 
et même ce procédé est, dans la pratique; un peu plus 
simple parce qu'il exige seulement que des jalons soient 
plantés aux points A, B, G, D. Dans le cas de la /Î3. ^22 

on a précisément appliqué cette seconde 
manière; on voit qu'en supposant, et 
cette hypothèse se présente fréquem- 
ment sur le terrain, l'obstacle considéré 
environné lui-même d'autres obstacles 
rendant les mouvements de l'équerre 
^ ordinaire inefficaces, la fausse équerre 

vin t99 

^' ' ^ résout le problème posé avec la même 

facilité que dans le cas, plus simple, que nous avons examiné 
d'abord. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce problème dans le cha- 
pitre suivant, pour le résoudre par des procédés très variés. 

4. — Remarque I. Si l'on veut évaluer la longueur de la 
droite A A' qui est renfermée dans l'obstacle considéré, on 
observera (fig, 120) que l'on a 

A'D' = BG ~ A A' - DD'; 
il suffira donc de mesurer avec le ruban divisé les lon- 
gueurs BC, AA' et DD' ; on appliquera ensuite la formule 
précédente. 

Dans le cas où l'on opère comme l'indique la fig. 42^, la 
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longueur AD se calcule par la formule 

Remarque IL Dans le cas que nous avons soulevé tout 
à riieure et dans lequel nous avons supposé que Tobstacle 
considéré se trouvait dans le voisinage d'autres obstacles, 
on peut imaginer que ceux-ci soient tellement multipliés que 
les solutions données soient, Tune et Tautre, impraticables; 
les jalonnements nécessaires ne pouvant être réalisés. 

Voici une solution qui pourrait alors être essayée. 

Par le point A, traçons deux jalonnements, AB, AG, faisant 
avec AA', des angles 6, 6' que Ton peut successivement relever 
avec la fausse équerre. En 
un point C, arbitrairement 
choisi sur AC, portons la 
fausse équerre dont les 
branches font Tangle 6 et, 
dans la partie accessible, 
jalonnons les droites CD, Fig. 4^. 

CB telles queBGD := 6. Transportons-nous ensuite au point B 
et, en partant de ce point, jalonnons la droite BD. faisant avec 
BG l'angle ô. Le point D ainsi obtenu appartient au prolonge- 
ment de AA'. 

Si l'on observe que, dans cette solution, la position du 
point A, les angles ô et 0', la longueur AG et la direction de 
GB sont autant de quantités arbitraires, on reconnaîtra qu'elle 
offre, malgré sa complication évidente, pour certains cas 
difficiles, comme ceux que nous avons prévus tout à l'heure, 
de réelles ressources. 

Quant à la longueur de AD, elle se calcule en appliquant 
au quadrilatère ABGD le théorème de Ptolémée, et l'on a 

AB.GD 4- AG.BD 




AD ^ 



BC 



5. — Problème IL Élever une perpendiculaire en un point 
pris sur une droite A. 

Avec le cordeau, prenons, à partir du point deux points 



.'^i. 



h- 



I 
I 

t 

I 

A'' 



^1 

i 



14 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

A et B équidistants de et, en ces points, fixons deux jalons. 

Ayant donné aux branches 

de la fausse équerre une 

inclinaison quelconque 6, 

, ' I transportons l'instrument au 

^T^C^ ^ Q^^;^ point A et dirigeons Tune 

des branches de façon à 
viser le jalon B ; Tautre 
branche peut occuper par 
^*^ " rapport à AB, et successi- 

^'^" '*^* vement, deux positions sy- 

métriques AG, AD que Ton fait jalonner. Ayant répété au 
point B la même opération, on détermine ainsi, facilement, 
deux points G et D. Finalement, en jalonnant GD on obtient 
une droite qui passe par le point et qui tombe perpendicu- 
lairement sur AB. 

Remarque. — La construction précédente résout aussi, évi- 
demment, et par l'emploi de la fausse équerre seule, le pro- 
blème qui a pour but d'élever une perpendiculaire au milieu 
d'une droite donnée AB. 

6. — Problème III. Avec la fausse équei^e, d'un point donné 
G, abaisser une perpendiculaire sur une droite donnée A. 

La solution de ce problème s'inspire tout naturellement 
de la précédente. 

Ayant choisi sur A un point arbitraire A, on prend avec la 
fausse équerre (en visant du point A : 1» le point G, 2** un 
jalon quelconque placé sur A), l'angle 6 des droites AG et 
AB (*). On répèle alors les constructions que nous avons 

(*) Les bras de la fausse équerre sont ordinairement fixés, sur le pivot 
vertical qui les supporte, au moyen d'une vis de pression ; ce qui per- 
met de faire tourner ceux-ci arbitrairement, autour de leur point d'attache. 

La fausse équerre, réduite à sa plus simple expression, est constituée 
par deux tiges horizontales fixées à demeure sur le pivot; et alors Tangle 
donné par l'instrument est invariable. On voit comment, dans ce cas, 
on doit modifier la présente solution. 

Le point A ne peut plus être arbitrairement choisi et l'on doit, par un 
certain tâtonnement, qui aboutit d^ailleurs rapidement, chercher le point A 
pour lequel l'angle correspondant à celui que nous avons désigné par d, 
est justement égal à celui de Tinstrument avec lequel on opère. 
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indiquées au paragraphe précédent, avec cette seule modi'- 
fication, que le point B se détermine sans faire usage du 
cordeau, en cherchant, par tâtonnement, le point de A duquel 
on voit les points connus A et G sous l'angle 6. 

On peut d'ailleurs ramener le problème au précédent en 
menant d'abord, comme nous allons l'expliquer, par le point 
G une parallèle à A ; ou, inversement, on peut traiter le pror 
blême I, au moyen du problème II. Gette dernière remarque 
n'est pas absolument sans intérêt parce qu'elle prouve qu'on 
peut résoudre le problème I sans avoir recours au cordeau 
et par le seul usage de la fausse équerre. 

7. — Problème IV. Avec la fausse équerre, mener, par un 
point G, une parallèle à une droite donnée A. 

Plaçons-nous en un point A de A, point pour lequel l'angle 
CAB a une valeur ô, enregistrée par la fausse équerre. En 
plaçant cet instrument au point G et .,, 

en dirigeant une des branches dans 9\." 

la direction GA, l'autre branche donne y-''^ 

la direction qu'il faut faire jalonner ^ "Cq 

pour obtenir la parallèle demandée A'. a b 

Pour résoudre le problème I, sans ^^9- ^^5. 

avoir recours au cordeau, voici la marche qu'il faudrait 
suivre. 

Soit G le point par lequel on propose d'élever une perpen- 
diculaire à la droite A'; on trace d'abord, comme nous 
venons de l'expliquer, une droite A parallèle à A' et, du point 
G, on abaisse une perpendiculaire sur A. Le problème I se 
trouve ainsi résolu au moyen des problèmes II et III les- 
quels, comme on l'a remarqué, n'exigent que l'emploi de 
la fausse 6 [uerrc. 

8. — Problème V. Étant donnée une inclinaison 6 des bran- 
ches de la fausse équerre, leur donner une inclinaison 2Ô, -» 

2 

90° ± 0. 

1^ Prenons d'abord le cas où l'on veut faire l'angle 2Ô, 
D'un point A, arbitrairement choisi, on vise successivement 
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deux points dans la direction des tiges qui font entre elles 

Tangle proposé 6 et, dans ces direc- 
tions, on fait fixer deux jalons B et 
C. Sans quitter le point A, et Tune 
des tiges étant dirigée encore vers 
le jalon B, mais Tinstrument ayant 
été retourné, on vise de nouveau 
le long de la deuxième tige et 
dans cette direction nouvelle on 
fixe un jalon D. Laissant alors cette 
tige immobile, on fait tourner la 
Fig. 4^6, première de façon qu'elle soit diri- 

gée vers le point G; dans cette disposition, les deux tiges 

font alors Tangle 26. 

2° Cherchons maintenant à 
faire marquer à la fausse 
équerre un angle moitié de 
celui qu'elle donne. 

Soit BAD l'angle ô observé 
par la fausse équerre ; ayant 





p 




A 

Fig, W. 

fixé un jalon au point B, avec un cordeau on prend la lon- 
gueur AB et on la porte, dans le pro- 
longement de DA, de A en G. Si Ton 
transporte alors la fausse équerre au 
point G et si l'on vise avec ses deux 
branches les jalons D et B, celles-ci 

feront entre elles l'anerle - • Ainsi Ton 

^ 2 

peut, à volonté, doubler l'angle des branches de la fausse 

équerre ou le réduire à sa moitié. 

2<* Enfin, si l'on veut former l'angle complémentaire 90*^ — 0, 

il suffira de jalonner la droite HH' perpendiculaire à A, au 

point A ; l'angle HAB est égal à 90° — ô, On observera que si 

Ton veut obienir l'angle 90° + ô, celui-ci est égal à l'angle 

BAH'. 

9. — Remarque. Dans les problèmes I, II que nous avons 
résolus tout à l'heure, nous avons supposé que l'on pouvait 
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jalonner le terrain, de part et d'autre de la droite donnée A ; 
nous avons admis encore que celle-ci pouvait être prolongea 
de part et d'autre du point considéré 0. Dans la pratique, ces 
conditions ne sont pas toujours accordées; soit que AB repré- 
sente le bord d'un fleuve, soit, dans d'autre cas, qu'un obs- 
tacle vienne se placer au point et ne permette pas les 
opérations que nous avons décrites. 

On peut résoudre ces cas particuliers par des procédés 
divers et faciles à imaginer; mais nous indiquerons tout à 
l'heure, pour ces singularités, des solutions tout à fait simples 
en utilisant l'instrument auquel nous avons fait allusion 
plus haut et que nous avons nommé, pour le distinguer du 
cordeau ordinaire, le cordeau divisé. 

(A sui'vre). 



CORRESPONDANCE 



Monsieur LE Directeur, 

Vous, avez publié, dans le numéro d'août 4886 de votre 
journal, un article de M. Casimir Rey sur ce qu'il appelle 
l'omniformule de cubature; dans cet article, note IV, M. Rey 
critique une phrase d'un autre article que j'ai publié moi- 
-même, dans les Nouvelles annales de mathématiques en 1880, à 
la page 529. 

Je m'adresse à votre impartialité, Monsieur le Directeur, 
pour faire connaître ma défense, vos lecteurs l'apprécieront. 

I. — La phrase incriminée est la suivante : 
« On retrouve ainsi pour expression de V dans ces hypo- 
thèses, 

V = I (B, + 4B, + C), 

formule due à Maclaurin (Fluxions, n® 848; 1742). » 

M. Rey dit d'abord : que le n® 848 du Traite des Fluxions 
de Maclaurin ne s'occupe pas de cubatures : à ce point de 
vue il a raison ; mais il ne me paraît pas en résulter que 
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Maclaurin ne soit pas l'auteur d'une formule générale com- 

L 

prenant, sans aucun calcul nouveau, la forme - (B, + 4B, 

B3) comme valeur exacte de / F(ir) dx, pourvu que ¥(x) 

soit une fonction entière et rationnelle d'à; dont le degré ne 
surpasse pas 3, 

Or toutes les personnes qui s'en occupent savent que l'in- 
tégrale de Yix) sert indifféremment à trouver la quadrature 
de la courbe dont l'ordonnée est F(a;), à cuber le volume 
engendré par ^une aire plane, dont le plan se déplace à lui- 
même, et qui est exprimée par F(aî), et encore à beaucoup 
d'autres questions. 

M. Rey, lui-même, paraît s'en douter un peu, car il déduit 
de l'omniformule de cubature, par une modification insi- 
gnifiante, la quadrature de la parabole, (note III de son 
article. 

Il me paraît que Maclaurin devait, lui, en être absolument 
certain, car il termine le n** 848 de son Traité des Fluxions^ 
comme on le verra ci-après, en déduisant de sa formule, 
par la suppression de certains termes, deux théorèmes de 
Newton, et le D"" Richard Baltzer, dans son ouvrage intitulé : 
Die FAemente der Mathemalik, 4"® édition, Liepzig, t. II, p. 
245, n° 10, dit que l'une de ces formules réduites, (qui n'est 
autre que l'omniformule de M. Rey), a élé établie par Newton, 
comme méthode approchée, pour la cubature d'un segment 
solide par le moyen de plusieurs sections parallèles, ou la 
quadrature d'une aire plane par le moyen de plusieurs cor- 
des parallèles. 

Dans mon article de 1880, je n'ai point dit que Maclaurin 
eût' appliqué la formule que je lui attribue, plutôt à une 
question qu'à une autre, je l'ai seulement cité à propos d'une 
recherche de volume, et dans la note finale je dis que les 
formules que je donne s'appliquent sans modification sensible 
à des quadratures que je définis. 

II. — En second lieu, M. Rey entre dans l'analyse du 
n** 848 du Traité des Fluxions de Maclaurin; je ne puis le 
suivre sur ce terrain qu'après avoir examiné quelques défi- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 19 

nitions résultant de numéros précédents; j'emprunte mes 
citations à la traduction française du Traité des Fluxions de 
Maclaurin pair le P. Pezenas, 1749. 

J'y lis d'abord au n<* 830, conservant la figure mentionnée 
par M. Rey : 

« Supposant maintenant l'excès de af sur AF représenté 
par a, les excès respectifs de leur première, troisième, cin- 
quième Fluxions, etc., par p, 8, Ç, etc., la fluxion de la base 
étant supposée — i, » ce que j'interprète ainsi d'après notre 
langage actuel : 

Supposant maintenant l'excès de af sur AF représenté par 
a, les différences des valeurs particulières que prennent les 
dérivés première, troisième, cinquième, etc., de l'ordonnée 
par rapport à l'abscisse, et correspondant aux mêmes valeurs 
de l'abscisse que les ordonnées a/' et AF, par (3, 8, Ç, etc. 

Cette interprétation est corroborée par ce que je lis au 
n*> 833 : 

(( Car supposant OP == x, PM = y, soit FM/* une parabole, 
ou une hyperbole, dont l'équation est y = œ'', OA = m, 
Oa = n, ... par conséquent AF =^ w*", af = n^, . . , af — AF 
— a = rî** — m*"; ïj = rx'^~^x et supposant ic = . . . = i la 
différence des Fluxions de af et AF est rïe~^ — rvrC"^ = p ; 
y = r{r — i)(r — 2)x''-^Xy et 8 = r(r — i)(r — 2)(n'-^ — m^-l 
On calculera de même î, ô, etc. » 

Ceci me parait constituer une définition parfaitement claire 
des nombres que Maclaurin désigne par a, p, o, Ç, Ô. etc. 

Je trouve encore dans le n^ 833 un membre de phrase que 
je rapporte parce qu'il m'est utile pour établir ma proposi- 
tion, le voici : 

« ; parce que lorsque r := i les fluxions de AF et af 

sont égales et p = o, lorsque r = 3,8 = o, lorsque r — 5, 
^ =: O, etc. » 

III. — Ceci posé je puis, de mon côté, entrer dans l'examen 
du n® 848, et j'y trouve en premier lieu : 

« La base Aa étant divisée en un nombre de parties égales^ 
représenté par n, soit l'aire AF/a = Q, la somme des ordon- 
nées extrêmes AF + a/" = A, la somme de toutes les ordonnées 
BE -h GK + etc. — B, la base Aa — R, et que 3, S, Ç, etc., repré- 
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sentent les mômes quantités que ci-devant; Taire AF/a = Q 

^ ( — + )R + -r — ^^^ T etc.» 

\2n +2 nn — 1/ y2onn 30240 n* 

Puis, plus bas, même numéro; 

« Supposons n = 2, ou qu'il y a seulement trois ordonnées 

(auquel cas B marque celle du milieu) Taire AF/a = 

A + 4B m . 5 R«C 

7 ^ — i — -^ :; etc. Si on suppose 

6 4 X 720 j6 X 30240 ^^ 

n = 3, ou qu'il n'y a que quatre ordonnées, B représentera 

la somme de là seconde et de la troisième, Taire AF/h 

A+3B_ R*8 T1«Ç 

— — 5 — H — h etc. En neffliffeant 

8 9 X 720 81 X 3024 ^ ^ 

8; Ç, 6, etc., on aura deux des théorèmes donnés par Newton 

et par d'autres, pour calculer Taire par les ordonnées équi- 

/ A + 3B \ 

distantes, dont le dernier (AF/*a — — - — R) est fort recom- 
mandé par M. Cotes, » 

IV. — Comparant ceci avec ce que dit mon contradicteur 
je constate : 1® que la formule qu'il cite : AF/a = - — 7-^R 

R*S R«S 

+ etc., n'appartient pas à Maclaurin; 



9 X 720 81 X 3024 
mais est le résultat de la soudure que le critique a faite du 
premier terme de Tavant-dernière formule citée, et corres- 
pondant à n = 2, avec les termes suivant le premier dans la 
dernière correspondant k n = 3. 

2^* Que la définition qu'il donne des nombres 8, H, etc., à 
savoir: 8, Ç, etc.j sont ce que nous appelons actuellement les 
différences «9% 5® de y par rapport à F abscisse, pour y^ ~ fa, 
t/o = FA (les abscisses sont comptées à partir du point 0), non 
seulement n'a pas la clarté de la définition donnée par Mac- 
laurin et rapportée plus haut, mais n'a aucun rapport avec 
elle, et n'a aucun sens pour moi. 

S^ Que bien que Maclaurin n'ait pas fait spécialement 
Tapplication de sa formule au cas où y est une fonction 
entière et rationnelle d'à?, dont le degré ne surpasse pas 3, 
son observation faite plus haut que si r =^ 3, 8 f= o, lui 
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permettait de conclure que dans ce cas et pour n :^ 2 sa for- 

A + 4B 
mule se réduit à AF/a = — j-^— R, exactement, tandis que 

o 

dans le cas général le théorème de Newton et autres qu'il 
reproduit en négligeant 8, C, etc., n'est qu'une formule d'appro- 
ximation comme celle do Simpson aussi citée par M. Rey. 

4° Qu'on peut aussi déduire de la formule de Maclaurin, 
pour le cas n = 2 et si l'ordonnée est une fonction ration- 
nelle et entière du quatrième degré de l'abscisse, que Taire 

AF/a = — ::: — R , exactement (Ç, 6, étant nuls), 

' 6 4X 720 ^ ' ' 

et qu'en conséquence la formule que M. Rey propose de 

qualifier d'omniformule ne s'y applique pas, puisqu'elle diffère 

R*8 

de la valeur vraie de qui n'est pas nulle en général, 

4X 720^ ^ ^ 

ce qui n'est peut-être pas propre à vulgariser la déno minai ion 

nouvelle. 

V. — Conclusion, Je pense que du moment qu'une propo- 
sition particulière peut se déduire d'une proposition générale 
due à un auteur, par la substitution d'un système de nombres 
à un système d'un nombre égal de lettres représentant des 
nombres quelconques, dans certaines limites, cette proposition 
particulière peut être considérée comme due au même auteur. 

Cette opinion peut m'être personnelle, mais elle me parait 
au moins aussi fondée que la proposition de donner la déno- 
mination d'omniformule à une formule qui ne s'applique qu'à 
un nombre limité de cas. 

Recevez, je vous prie, Monsieur le Directeur, l'asuirance 



de ma considération distinguée. 



L. Maleyx. 



Rien n'est plus difficile à résoudre, croyons-nous, que 
certaines questions de priorité il n'y a donc pas lieu d'être 
surpris qu'elles donnent naissance à des discussions. La 
paternité de la plus grande découverte mathématique (celle 
du calcul différentiel) a soulevé, comme l'on sait, entre New- 
ton et Leibniz et leurs partisans réciproques, une querelle 
célèbre, à peine éteinte de nos jours. Cette difficulté inhé- 
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rente à la plupart des questions historiques ne constitue pas 
une raison suffisante pour les abandonner, bien au contraire, 
et l'intérêt qu'elles comportent veut qu'on s'efforce de jeter 
sur elles toute la lumière possible. Nous voulons même profi- 
ter de l'occasion présente pour dire à nos correspondants 
divers combien nous leur serons reconnaissant de toutes les 
indications bibliographiques, ou autres, qu'ils pourront nous 
communiquer sur une question soulevée dans ce journal. 

A propos de l'article de M. G. Bey et de la lettre qu'on 
vient de lire, voici certains renseignements empruntés à une 
publication étrangère (*) et qu'on lira peut-être avec intérêt, 

« C'est la formule (**), donnée par M. Baillairgé dans son 
Traité de Géométrie (Québec 1866), et propagée par lui avec un 
éclat et un succès qui lui ont attiré de grands éloges; on lui 
en a même attribué la paternité. 

» Un peu avant cette époque, et depuis, M. Sergent, ingénieur 
français, était un ardent propagateur de cette formule ; on la 
voit exposée dans son Traité de Métrage, dont nous avons 
sous les yeux la 4® édition. M. Edouard Lagôut, dans sa 
Takimètrie, ne pouvait manquer d'en tirer profit à son tour. 

» Ce n'est que depuis peu que l'on trouve cette belle for- 
mule exposée dans les traités en vogue, et que l'on commence 
à se demander pourquoi il n'en est pas fait mention dans les 
programmes officiels de l'enseignement en France. On lui 
donne ordinairement le nom de Formule prismoïdcde ; l'auteur 
des articles publiés par le Journal de Mathématiques Elémen- 
taires propose de la nommer Omniformule des cubatures. 

» Quoi qu il en soit, cette formule est déjà vieille: exposée et 
démontrée par Thomas Simpson en 1750, elle a été généralisée 
et améliorée par Charles Hutton en 1770, reprise et appliquée 
largement par Macneil en 1833, et par W.-H. Gillespie en 
1847. Aujourd'hui on semble en comprendre mieux l'impor- 
tance et la valeur; son admirable simplicité donne certaine- 
ment lieu de désirer qu'elle soit adoptée même dans les pro- 
grammes de l'enseignement élémentaire. » G. L. 

(*) Journal de l'Instruction publique, Montréal (Canada); novembre 1886. 
(•*) 11 s'agit de Tomniformule, bien entendu. 
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BACCALAUREAT ES SCIENCES (1886) 



FACULTÉ DE DIJON 

9 juillet. Série unique. — D'un point O, de Tarôte d'un angle dièdre 
droit, pris pour centre, on décrit dans Tune des faces une circonfé- 
rence de rayon r. Par un autre point de la même arête, situé à une 
distance d du point 0, on mène dans la seconde face du dièdre une 
droite lA faisant avec Tarête un angle donné a. 

Gela posé, on demande de trouver sur la circonférence O, le point M 
dont la distance à la droite lA est maxima. 

8 novembre, y'* série. — On ignore la valeur du paramètre K dont 
dépendent les coefficients de Téquation du second degré en x : 

x^ -h (3K + 2)a5 + K> — 2K — 5 = o, 
mais on sait que l'une des racines de cette équation est le triple de 
Vautre; cela posé, on demande les valeurs de ces deux racines. 

10 novembre. ^* série. — Un cercle dont le plan est perpendi- 
culaire sur la ligne de terre, étant donné par les projections de son 
centre et par la longueur de son rayon, on demande de construire les 
projections de ceux de ses points qui sont situés à une distance donnée 
d'un plan donné par ses traces. 

12 novembre. ^'"* série, — Ga,lculer les trois côtés d*un triangle 
connaissant le rayon du cercle inscrit, un angle A et la hauteur issue 
du sommet de cet angle. 



QUESTIONS PROPOSEES 



240. — La résultante de trois forces MA, MB, MG repré- 
sentées par les distances d'un point quelconque M du plan 
d'un triangle aux trois sommets, est représentée par la droite 
qui joint M à son anticomplémentaire (*). (J. Neuberg.) 

241. — Soient M et M' deux points inverses par rapport 
au triangle x^BC. La résultante de trois forces représentées 
par les perpendiculaires abaissées de M' sur les côtés de ABC 
est perpendiculaire à la droite qui est harmoniquement 
associée à M. (J. Neuberg.) 

(*) L'énoncé seul de cette question est nouveau. On peut faire une 
observation analogue pour le théorème qui suit. 

Pour avoir t anti-complémentaire de M, il suffit de joindre M au centre 
de gravité de ABC et de prolonger cette droite d'une longueur double. 
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242. — On considère un cercle et deux diamètres rec- 
tangulaires AB, 
CD; les tangentes 
en G et A se cou- 
pent en P. Soit MN 
une corde quel- 
conque parallèle 
à AB ; on rabat AM 
en AI sur AN, et 
NBenNl'surNA: 
enfin, on joint IP 
et Dr. Démontrer 
que les perpendi- 
culaires élevées : 
Tune à PI, au point 
i; l'autre à DI', 
au point Y ren- 
contrent la tangente en N' en deux points J et J' symétriques 
par rapport à N. - (G. L.) 

N. B. On pourra résoudre cette question en observant que les points 
I, I' décrivent des circonférences, quand MN se déplace parallèlement 
a ÂB et en appliquant le principe des transversales réciproques. 




NOTE SUR LES QUESTIONS 131, 132 ET 238 



On nous fait observer que ces deux questions proposées par M. E. 
Lemoine ont été traitées par lui dans ses <c Exercices divers de Mathéma- 
tiques élémentaires » (J. E. 1885. pp. 241-243. Exercice LU) ; nous les con- 
sidérons donc comme, résolue, et la note que nous avons placée à la fin 
du n** de décembre dernier ne les concerne pas. 

Il ne sera pas inséré de solution pour la question 238. L'auteur do 
cette question nous annonce qu'elle a été déjà traitée; ainsi qu'il vicnl 
de l'apprendre. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 30, PARIS. — 27204-6. 

♦ 
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SIMPLIFICATION DU CALCUL ALGEBRIQUE 

Par M. II. PhllIppoC. 

[Suite, voir p. 3). 



3. Symboles cartésiens. — J'appelle symbole carté- 
sien, un symbole composé des coefficients du polynôme (non 
homogène dans le cas général) à deux variables (ou coor- 
données). 



Exemples : 



/; 



y 



X 



V 



V 



Les lignes horizontales sont multipliées 

A B respectivement par j/*, y et i ; les colonnes 

D E r lerticales sont multipliées par x*, a? et i. 
G H I 

u 

ABC = (A 4- Bw 4- Cm») + (D + Eu + Fw*)t% 
D E F 



^) 



y 



V 



X 



u 



ABC 
D E F 
G H I 



=(Aa:;«+BxM+Cu^)y* 4- {Dx^+Exu-hFu'')yv 

+ (Gaî»-+-Huaî4-Iti*)t;« 
(symbole homogène à quatre variables). 



Je reprends Texemplc du paragraphe précédent et je me 
propose de multiplier 

I I i' I 2' I 3 par I 4' I I î 

en supposant que i i i = a* — a -h- i, etc. 
On verra aisément que le produit est une forme cartésienne : 









X 








— 


3 


10 


9 


4 


4 


4 


8 


5 


4 


2 


4 


5 


I 


I 


2 


I 








I 






a 
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Remarque. — Les colonnei obliques d'une forme cartésieune 
sont des polynômes homogènes. Exemple ; 



a 







X 


o 


o 


A 


o 


B 




C 







:= Aa?* + Bax + Ca^ 



4. Multiplication des symboles ayant les bases 
différentes. — Je me propose de multiplier (abcdx) par 
(ABCDy). Il est évident que le produit est égal à la forme car- 
tésienne suivante : 

X La loi de formation est la même que 

celle des formes rectangulaires, mais les 

ak oA ck dk coiQQueg obliques sont des polynômes 

homogènes irréductibles. Les formes rec- 

aL okj ckj au tangulaires ne sou t que le cas particulier 

y aD bB cB dû ^^^ formes cartésiennes. Il suffit de poser 



y = X pour obtenir une forme rectangulaire. 

5. Multiplication des formes cartésiennes. — S'il 
faut multiplier 



j'écris 



y 

a a 
a a 







X 


a 


b 


c 


d 


e 


r 


g 


h 


• 



par 



y 





X 


A 


B 


C 


D 



et j'ajoute les lettres 



A B 
C D 



J'obtiens 



. J écris de la même manière , ^ .-.^ et i aiouto 
aC aD 6G 6D ^ ^ 

cette expression à la précédente en la plaçant à droite : 

aA aB + bk 6B 

aC aD + 6G 6D 

J'écris ,.^ ,,^ et j'ajoute cette expression à la forme 

^ en la plaçant en bas + etc. 
aC aD ^ dk 
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Eu procédant ainsi, j'obtiens finalement la forme suivante : 



ak 


aB bk 


bB 


cA 


cB 


oG 


aD bC 
dB eA 


bD 
eB 


cC 


cD 
/■B 


dC 
qk 


rfD eG 
qB AA 


eD 
AB 


/"G 
tA 


/■D 
t'B 


yG 


gU hG 


AD 


»G 


t'D 



Cela veut dire que le produit de 
a-h bx-h dy -b cx^ -h exy + gy* 4- fx*y 4- tet/* -\- ix^y* 
par 

A + Bic + Gy 4- Drrj/ 
est égal à l'expression suivante : 

«A -H (aB 4- bk)x 4- (aC 4- dA)i/ 4- (6B 4- cX)x* 
(aD 4- 6C 4- dB 4- ek)xy 4- (rfC 4- S'A)}/* 4- ete . . . -h iDx^y^ . 



6. Division. — Diviser 




jx^ 4- 23ic*j/ 4- yxy^ 4- 3i/' 


par 705* 4- 2a;t/ 


Réponse : 




7 23 7 3 


7 2 I 


2 I 


I 3 


. 21 6 3 




6 3 





y- 



Résultat : x + 3y. 

Remarque. — J'adopte la notation o,i pour — ; o,oi pour 

X 



-^, etc. 



i8 IOt'B5AL bE JUTHÉMATIQCCâ LLCMEMAlftES 

Excuru : DiTiser 

3 3 6 ^12 

2/ï* -K^fl— I par a-^^-t 

a a^ a* n a* 

Réponse : On divise 

261, 5 3 6 par i 3, 12 
ou 

2 6 I 5 3 6 par i 3 1 2 o 

Bcsullat : 

2 O, 3 = 2» • 

a 

7. Division des symboles ayant les coefficients 
symboliques. — Exempi^ : Diviser 

(— 3 -+- 4a — 4a* -t- a') 4- (10 — 4a — 20* -f à*)x 
-h (9 — 8a 4- 4a* — 2a' H- a*)a:' -h (— 4 + 5a — 5n* -h a^)a:* 
par 

(— 2 -h a)a: + (i — a + a*>r*. 

Réponse : On divise : 



344^ j' 1042 i'9¥42 i'455 I 


3 I 21 III 


3 I 21 III 444 
3 I 21 III III 


I T r 4 I 


3 I 21 III 





o 12 



- 84 



2 1 



12 4 




3 I 






Résultat : (i — a + a*) + (— 4 4- a)x. 

Le calcul est si simple que je crois inutile de l'expliquer. 
Il est préférable d'opérer avec des symboles croissants parce 
que dans ce cas toutes les réductions procèdent de gauche à 
droite. 

(A suivre.) 
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MÉTHODE SIMPLE POUR LE TRACÉ DES JOINTS 

DANS LES VOUTES ELLIPTIQUES {'^') 
Par M. Maarice A^Oemgnea ingénieur de? Ponts et Chaussées. 



On ne peut se servir, pour le tracé des joints dans les 
voûtes elliptiques, surtout lorsqu'il s'agit des épures de 
grandes dimensions que les appareilleurs dressent sur les 
chantiers, d'une construction quelconque de la normale à 
Tellipse. Une telle construotion peut, pour ainsi dire, être 
variée à Tinfini, mais elle doit remplir certaines conditions 
particulières pour avoir une valeur pratique. Elle doit d'abord 
être aussi simple que possible, ne comporter qu'une opéra- 
tion graphique réduite au minimum du travail nécessaire ; 




,'7 



o"n, K, 



..J 



TÎ3 ^i ^X 



elle doit ensuite tenir dans un espace aussi restreint que 
possible, exclure par son essence même les prolongements 
de tracé au delà des limites de Vépure. On reconnaîtra que le 
procédé suivant répond bien à ces caractères. 



(*) La première partie de cette note est extraite des Annales des ponts 
et chaussées (septembre 1886, p. 403). 
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Soient M^, M„ M„... M^ les points du quart d'ellipse AB 
par où il s'agit de tracer les joints, c'est-à-dire les normales 
à l'ellipse. 

Les tangentes aux sommets A et B se coupant en C, tirons 
les droites AB et OC. 

Les perpendiculaires à OA menées par les points M^, M,, 
M„... M7 coupent la droite OC aux points L„ L,, L„... L,. 

Les perpendioulaires à AB menées par les points L^, L„ 
L,,... L, coupent Taxe OA aux points Nj, N„ Nj;... N,. Les 
droites M^Ni, M,N„ MaN„... M7N7 sont les normales cherchées. 

La justiii<'ation de ce procédé est des plus simples. Soit 
MN la normale à l'ellipse au point M. Du point N abaissons 
sur la droite AB la perpendiculaire NL, qui coupe l'ordonnée 
MP au point L, 

On a, en vertu d'une propriété bien connue de l'ellipse 

PN 6» 
ÔP ~ â«" 
Les triangles PLN et OAB 
ayant leurs côtés perpendicu- 
laires chacun à chacun, on a 
aussi 

PLa 
PN "■ 6' 

Multipliant ces égalités mem* 
bre à membre ; il vient 
PL_ 6 
OP ~ a' 

égalité qui montre que le point L se trouve sur la droite OC, 
ce qu'il fallait démontrer. 

Cette propriété est un cas particulier d'un théorème qui se 
trouve établi avec un certain nombre d'autres, daus notre 
Étude géométrique sur Vellipse qui a paru dans la Revue ma- 
ritimeet co/oMiafe (livraison d'octobre 1886). 

On peut encore obtenir, très simplement, la normale à 
l'ellipse par l'application du théorème suivant qui n'est pas 
connu que je sache et qui constitue une jolie propriété de 
cette courbe. 
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Soit (*), sur le cercle principal qui a pour diamètre le grand 
axe d'une ellipse, M' le point correspondant au point M de celte 
ellipse. Si Ion porte^ sur le rayon OM', la longueur M'N' égale 
au demi-petit axe de Pellipse, la droite MN est la normale en M 
à cette ellipse. 

Ce théorème se rattache à un ensemble de propriétés de 
Tellipse qui fera Tobjet d'un de mes prochains Mémoires. 

11 conduit au mode suivant de description de Tellipse par 
points et normales : 

Soient (M"), (M') et (N) trois cercles concentriques, de rayons 
respectifs b, a e/ a 4- b. Par le centre commun de ces cercles, 
menons deux axes rectangulaires Ox et Oy. Un rayon pivotant 
autour du point coupe ces cercles respectivement en M", M' et 
N. Soit M le point de rencontre des perpendiculaires menées à 
Ox par M' et à Oy par M". Le point M décrit [ellipse qui a pour 
demi-axes OA = a e/ OB = b, et MN est normale à cette 
ellipse. 



DÉMONSTRATION 

D'UN THÉORÈME D'ARITHMÉTIQUE 

Par M.E« €atal»ii, Professeur émérite à PUaiversité de Liège (**). 



1, — Dans un des derniers numéros de la Bévue scienti- 
fique (18 septembre), M. Delbœuf, le savant Professeur à 
rUniversité de Liège, donne, sans démonstration, un curieux 
ihéorèms sur la divisibilité des nombres^ que Ton peut éqoncer 
ainsi : 

Soit un nombre entier N, décomposé en deux parties aa', bb' 
telles que les facteurs a, b soient premiers entre eux, et que les 
facteurs a', b' soient, aussi, premiers entre eux. 

Soient, d'autre part, six nombres entiers, A, A', B, B', x, x\ 
satisfaisant aux conditions : 

Aa -h B6 = Nx, AV -+■ B'6' = Ncc'. 



(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 

(**) Extrait de la Revue Scientifique, du 16 octobre 1886. 



3i JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Cela posé, on a 

AA' -h BB' = «(N). 
Des équalioDS 

aa' + bV = N, Aa 4- B6 == No?, 
on déduit : 

a(A — a'x) + 6(B — Vx = o. 
Donc 

A = a'a; 4- 60, B = 6'ic — aô; (1) 

6 étant un entier quelconque^ positif ou négatif. 

De même, 

A' = ax' 4- 6'ô', B' = hx' - a'ô'. (-2) 

Par conséquent, 

AA' + BB' = N((ra?' + 66'). (3) 

2. — Remarque. Si N = /** + j', prenons x' = x, fi' :^ 0. 
L'égalité (3) devient 

AA' 4- BB' = (/•» 4- g*) (a* 4- Ô«), 
ou AA' 4- BB' =:{fx± 36)« 4- (/Î5 ± ^a?)». (4) 

Ainsi, dans ce cas particulier, la quantité A A' 4- BB', mul- 
tiple de N, est une somme de deux carrés, 

3. — Exemple. N = 73, a == 3, 6 = 2, a' = 5, 6' = 29, 
X = j. 

On trouve : 
A = 21 4- 296, B=i4-56, A=35 4-26, B = 2o3 - 36; 
puis 

AA' 4- BB' = 73(7* 4- ô«) = (56 ± 36)» 4- (21 rp 86)«. 

LES CARRÉS MAGIQUES DE FERMAT 

RESTAURÉS ET PUBLIÉS SUR DES DOCUMENTS ORIGINAUX ET INÉDITS 

Par M. Ed. livcas. 

{Snite et fin^ voir î"* série, 9"« année, p. 176.) 



L'addition d*équidiffërences. 

Reprenons la table d'addition de seize nombres; nous 
supposerons a, 6, c, d, et p, 9, r, s, rangés dans Tordre crois- 
sant et de plus 

6 4- p < a 4- 9, 
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de telle sorte que ap et bp sont les deux plus petits nombres 
de la table. 

Si Ton échange la première ligne des quartiers de droite 
avec la seconde ligne des quartiers de gauche, on obtient 
la table II (fig. 44); mais pour que cette nouvelle figure 
représente une table d'addition il faut et il suffit que Ton ait 
lés deux relations 

a-hd = b-\-ceip-hs=:7*-\-q. 

Si, dans la table II, on échange deux quartiers opposés; 
par exemple, le quartier supérieur de droite avec le quartier 
inférieur de gauche, on obtient une nouvelle table d'addition. 
D'ailleurs, il ne saurait exister plus de trois tables distinctes; 
on observera, en outre, que les nombres conjugués se 
trouvent toujours accouplés deux par deux, comme dans la 
première et que les nombres placés sur les deux diagonales 
sont les mêmes dans les trois tables. 

Chacune des tables d'addition fournit un nombre égal de 
carrés à quartiers; on a ainsi 

8 X 432 = 3456 
carrés qui correspondent aux carrés a, p, y des tables de 
Frenicle. 

On a, en résumé, les théorèmes suivants: , 

Si Von forme avec deux équidifférences 

a. b : c. d et p. q : r. s 
c'est-à-dire avec huit nombres différents, mais tels que 

a-hd=b-i-c et p + s = q + r, 
trois tables d'addition; diaprés les tables I, II, III, on pourra 
former ensuite 3,456 carrés magiques à quartiers égaux. 

La somme des huit nombres placés dans les deux diagonales 
égale la somme des huit autres nombres. 

Il en est de même de la somme des carrés et de la somme des 
cubes. 

Les carrés S des tables de Frenicle. 

Si, dans le carré du type F (p,g, 40), on échange les nombres 
des cases intérieures des lignes extrêmes, on obtient le carré 
(fig. 46); mais pour que ce nouveau carré soit magique, il 
faut et il suffit que la somme des boules ar et dq soit égale à 

JOURNAL DE MATH. ÉléH. — 1837. 2* 
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la somme des boules bp et es, c'est-à-dire que Ton ait 

a + d — (6-+-c) = p + 5 — (ç-+- r). 

Par conséquent, lorsque cette relation sera vérifiée, on 
déduira du type F et du type F' deux nouveaux carrés, mais 
bien que ceux-ci conservent le type primitif, nous les dési- 
gnerons par G et G'. 

Dans le cas particulier de la fable d'addition de deux équî- 
différences, la relation précédente se trouve vérifiée, puisque 
les deux membres sont nuls; dans ce cas, le nombre des 
carrés G et G' est triplé, on a donc 884 G et 384 G' qui cor- 
respondent à 96 carrés B de Frénicle, que Ton doit multi- 
plier par 8, à cause de la rotation et de la symétrie; dans 
le cas particulier do deux équidifférences, les deux carrés 
médians ont des sommes égales à la constante; ainsi cela a 
lieu pour les carrés formés (pg, 46) par bq, cp, bs, cr et 07, 
dp, 05, dr. 

Le lecteur trouvera la suite de ces recherches dans une note 
insérée à la fin de l'ouvrage de M. le général Frolow : Recher- 
ches nouvelles sur tes carrt^5 ma^i5^îi6S (Paris, Gauthier-Villars). 



VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE (*) 

Par M. €(• de liong^champs* 

(seconde partie) 

(Se/tte, voir p. 9). 



10. Le cordeau divisé. — Imaginons qu'une ficelle, 
d'une longueur arbitrairement choisie, ait été repliée douze 
fois sur elle-même; marquons par des nœuds les points de 
division et plaçons des signes de reconnaissance à la troi- 
sième et à la septième division. Nous aurons ainsi constitué 
le cordeau divisé. 
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11 nous reste à montrer quelques-unes de ses applications. 

Si nous considérons Téquation indéterminée 

X* H- j/* = Z*f 
nous observons qu'elle admet une infinité de solutions 
entières; en particulier, elle est vérifiée par 

ûj= 3, y = 4, z= 5. 

Ces nombres correspondent à la solution la plus simple, 
et ils représentent les trois côtés d'un triangle rectangle. 
C'est pour ce motif que le cordeau AA' a été divisé, comme 
nous la vous dit, en trois parties AB = 3, BG = 4, CA' = 5. 

Le point B, qui sépare les intervalles AB et BG, se désigne 
parla notation (3.4); de même, G s'appelle le point (4.5). 
Quand nous réunirons les extrémités A, A' du cordeau, nous 
obtiendrons un troisième point; ce sera le point (3.5). 

11, — Problème VI. Avec le cordeau seul, élever une perpen- 
diculaire en un point d'une droite donnée A. 

Au point 0, je place le point (3.4) du cordeau, et, à l'aide 
d'un piquet, je fixe également le point (4.5) sur A, en un 
certain point P. Ayant pris le point q 

(3.5) par la réunion des extrémités 
du cordeau dans la même main, 
on s'avance jusqu'à ce que le cor- ^ — 
deau soit bien tendu. A ce moment ^«r/- '^^• 

le point (3.5) est placé quelque part sur le terrain, en Q. Alors 
OQ est la perpendiculaire demandée. 

Remarque. I. — On observera que la construction précé- 
dente exige seulement que l'on puisse parcourir une partie 
de la droite donnée A; cette solution s'applique donc d'une 
façon particulièrement simple au problème dans lequel on se 
propose d'élever une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite 
qu'on ne peut prolonger. 

Remarque II. — On voit aussi comment, avec le cordeau, 
on peut abaisser, d'un point donné 0, une perpendiculaire sur 
la droite A. 

Ayant fixé en Q le point (3.5) on chemine sur A jusqu'à ce 
qu'on ait trouvé sur cette droite un point P tel quePQ, repré- 
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sente le segment de longueur 5 dans le cordeau, rigoureuse- 
ment tendu. Prenant alors le piquet qui est fixé au point (3.4) 
on chemine do nouveau sur A jusqu'à ce que Ton obtienne 
un cordeau bien tendu. Si est le point auquel on s'arrête 
alors, QO est la perpendiculaire cherchée. 

Problème (*). — Avec le cordeau mener par un point donné M 
une parallèle à une droite A. 

Jalonnons une droite partant de M et coupant A en P ; 
puis, avec le cordeau, ayant pris une longueur de corde égale 
j^. à MP, plantons sur le prolonge- 

ra ment de MP un jalon M' de telle 

à p/ '^-vp sorte que PM' = MP. 

/ '^, Cela fait, par M' traçons un 

M M''" "^ nouveau jalonnement M'QM" et, 

^^''9* ^^^' comme tout à Theure, fixons en 

M" un jalon de telle sorte que QM" = M'Q. Il ne reste plus 
qu*à jalonner MM" pour avoir la parallèle demandée. 

12. Problème YII. — Avec le cordeau, tracer la bissectrice 
d'un angle donné. 

Soient A, A' les droites données; sur A je fixe, arbitraire- 
ment, un jalon en A et je prends une longueur de corde 

égale à OA. En portant cette même 
longueur, à partir de 0, jusqu'en 
A', on pourra tendre une corde de 
A en A' ; et en repliant cette der- 

nière longueur de façon que l'ex- 

^' trémité A' vienne en A, la nouvelle 

Fig. 131, extrémité M fera connaître le 

milieu de AA'. Il ne reste plus qu'à jalonner OM. 

Remarque. — Si A et A' représentent les traces sur le plan 
horizontal de deux murs verticaux, on voit que la méthode 

(*) Ce problème, et plusieurs de ceux qui suivent ont été examinés 
dans une note intitulée Sur les cotistructions dans le plan et dans l'espace, 
avec la droite seule, par M. do Tilly, membre de TAcadémie royale de 
Belgique Mathésis, t886 ; p. 124.) 
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précédente donne très rapidement, et dans des conditions 
tout à fait pratiques la trace OM du plan bissecteur. 

13. Examen du cas où le sommet de l'angle con- 
sidéré est inaccessible. — On sait comment on résout 
ordinairement ce problème en coupant les droites données 
par une transversale quelconque et en s'appuyant sur ce 
fait que le centre du cercle inscrit au triangle ainsi formé, 
étant joint au centre d'un des cercles ex-inscrits, donne une 
droite passant par le sommet correspondant du triangle. 

Mais cette construction, très simple en théorie, présente, 
au point de vue pratique, quelques longueurs qu'on peut 
éviter, comme nous allons le montrer. 

Nous rappelons que si, sur deux droites A, A', on considère 
deux ponctuelles 

A, U, Li^ • . . ^ A , ij'. Ci . . . , 

telles que Ton ait 

AB = A'B', BB=:B'G'..., 

les milieux des droites AA', BB', CC... qui joignent les 

points homologues des deux ponctuelles sont des points situés 

sur une droite (*) parallèle à la bissectrice des droites A, A' 

t^-— ^ — Il 

(*) GVst cette droite que Ghasles, dans un de ses mémoires [Comptes 
renduSy 3 décembre 1860) appelait la droite milieu. La proposition en 
question, proposition d'ailleurs bien connue et très évidente, fait Tobjet 
du théorème III dans le mémoire cité, lequel a pour titre : Propriétés rela- 
tives au déplacement fini quelconque dans l'espace d'une figure de forme 
invariable, j, / 

Ce théorème que nous allons utiliser ici yf 

n'est qu'un corollaire d'une proposition plus >/ / 

générale et qui est relative à la parabole, /^ / 

enveloppe des droites qui joignent les points X / 

correspondants B, B' de deux ponctuelles, a/ / 

telles que l'on ait Jf L 

AB = K.A'B', BG = K.B'G'... // ^^ 

K désignant une constante. /xxiL<^^^^^ '' \ 

Mais, pour les personnes auxquelles ces /^^"--/t* / 

considérations ne seraient pas familières, / / 1 / \ 

voici comment on peut, en deux mots, démon- q ô a' — 5 ù' 

trer le théorème présent 

Soient m et n les milieux des droites AÂ.', Ft^. iBS, 

BB' ; menons mp et nq parallèles à AB, puis mr parallèle à A'B'. 

Nous avons 

OA OB 

mp = -— -, n$ = — — , 
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OU pour être plus précis, à la bissectrice des semi-droites dont 
les directions sont celles des segments AB et A'B". 

Soient A et B deux points quelconques de A ; à partir d'un 

point A', arbitrairement 
choisi sur A', prenons, avec 
le cordeau, A'B' = AB ; 
d'après le théorème que 
nous venons de rappeler, la 
droite 8 qui joint les mi- 
lieux M, N des droites 
AA', BB' est parallèle à la 
bissectrice cherchée.- En 
abaissant de A une per- 
pendiculaire sur 8 et en 
jalonnant, par le point H 
Fig. 432. milieu de AG, une parallèle 

à 8, ou obtient une droite 8' qui est la bissectrice demandée. 

(A ^uit)re.) 




CONCOURS D'AGRÉGATION (1886) 



PROBLÈME DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Solution géométrique par M. Boudârt, professeur 

au lycée d'Ângoulème. 

On donne un cercle et deux points P e^ Q situés sur un de ses 
diamètres; on joint les points P e/ Q aux extrémités ket B d'un 
diamètre du cercle par les droites PA et QB qui se coupent au 
point M. On fait tovtmer le diamètre AB et l'on demande: 



ol, par suilo, 



m = 



OB — OA AB 



Do mdmc, nous pouvons écrire 

OA' 



vroù 



op=— , 



pq = mr 



A'B' 



2 

OB' 



Aiusi lo Irianglo mm est isocèle, co qui prouve bien que mn est 
parallèle à la bissectrice de Taugle des droites AB, A'B'. 
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i^ D'étudier la variation du rapport -rrr- et de construire la 

^ MB 

figure lorsque ce rapport a une valeur donw^e. 

2® D'étudier Ici variation de r angle AMB et de construire la 
figure lorsque cet angle a une valeur donnée. 

S^ k! et B' étant les seconds points d'intersection des droites 
MA et MB avec la circonférence du cercle donnée de trouver le 
lieu du centre du cercle circonscrit au triangle M.A.'B\ 



4^ Variations du rapport 



MA 
MB 



Menons AQ' parallèle à MQ. OQ' = OQ. 
Les triangles semblables 
donnent : 

MA 2a 



PA 
MQ 



b — a 
a + b 



AQ' 6 - a 



d'où 



et 



MQ + AQ' 

^^^•^ ■■■Il ^1^—^—^ 

AQ' 
MB 



2b 



b ^ a 
2b 



AQ' b-a 

Par division, on obtient : 

MA AQ' 
X 



PA MB 




2a 



b— a 
MA 



X 



b — a 

2b 



a 



MB 



a 
6'^ 



PA 
AQ' 



PA 



MA 



nous pourons donc substituer le rapport — --; au rapport 

Si nous nous proposions de trouver sur le cercle CAO un 

AP 
point A tel que le rapport —^ soit égal à un rapport donné, 

il faudrait construire le cercle lieu des potnts dont le rapport 
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des distances à deux points fixes est constant. Ce cercle est 
symétrique par rapport au diamètre CD. Il y a. donc un point 

AP 

A et lin seul situé sur Tare CD tel que le rapport -77? soit 

AQ 

égal à un rapport donné. Il çésulte de là que lorsque le 

point A se meut de C vers D sur la demi-circonférence CAD, 

le rapport va sans cesse en variant dans le même sens et, ici, 

on croissant. 

Le rapport 7-777 part de la valeur initiale =: et croit 

AQ ^ R — a 

constamment iusqu'à la valeur finale :=;^ • 

Lorsque le point A se meut de D vers G sur Tare DBG, le 

R -h fe 

rapport décroit constamment de la valeur à la valeur 

R-6 
R-a' 
Pour construire le point M qui correspond à un rapport 

PA b 

donnéK; il suffit de construire un point A tel que -rrr-, = K X -, 

AQ • a 

et pour cela, de construire le cercle lieu des points dont le 

rapport des distances aux deux points P et Q' est égal au 

rapport - X K. 

« 

2° Variations de Vangle AMB. 

Nous substituons à Tangle AMB Tangle PAQ'. 

Proposons-nous de construire un point A tel que l'angle 
PAQ' soit égal à un angle donné. 

Nous construisons sur PQ' un segment capable de cet angle 
PAQ'. Ge segment coupe en général le demi- cercle GAD en 
deux points A et A,. 

Si nous prenons un point E sur l'arc AA^, l'angle PEQ'.sera 
plus grand que l'angle PAQ'. Donc, tant que la circonférence 
menée par les deux points P et Q' ne sera pas tangente à la 
circonférence GAD, on pourra trouver sur l'arc GAD un 
point E qui correspondra à un angle supérieur. 



.^--i 
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On aura donc Tangle maximum en menant par les deux 
points P et Q' une circonférence tangente au cercle CAD. 

On sait que le problème admet deux solutions. Dans le 
cas de la figure, les deux solutions, sont symétriques par 
rapport au diamètre CD et par coiiséquent donnent deux points 
symétriques par rapport au même diamètre. 

Soit E le point de contact de cette circonférence avec la 
circonférence CAD. 

Ce point correspond au maximum de Tangle. 

L'angle croît donc de o à ce maximum PEQ' et décroît de 
cette dernière valeur à o. 

En dessous du diamètre CD, Tangle croît de o à PE'Q' et 
décroît de cette valeur à o. 

Pour construire le point correspondant à un angle donné 
on emploie la construction indiquée plus haut. 

3® Lieu du centre du cercle circonscrit au triangle A" MB\ 
Les triangles donnent les relations suivantes : 



"2 ■iri^2 



Pco' = Mo/ 4- PM' - 2PM X 



Qo)' = M03' + QM' - 2QM X 



MA' 

2 

BM 



Retranchons : 
Q^^ - K^ = QM^ - PM*^ - QM X B'M + PM X MA'. 

q;;;* - p;^* = qs* _ pm^ - qm(qm- qb') 4- pm(pm -+- pa) 

= QM X QB' 4- PM X PA'. 
Les triangles semblables donnent: 

PM g-h 6 QM _ g + b 

PA "" 6 - g' QB " b - a' 

Q^' - p;;;' - ^^ (qb- x qb + pa x pa'). 

— g 
PA X PA' = GP X PD == R« - ^^* 
QB X QB' =: R» - a\ 

6 + g 



Qoi^ - Po)^ = (2R* - g» - ô«) :=: const^ 

Le problème revient donc à trouver le lieu des points 
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tels que la différence des carrés de leurs distances à deux 
points fixes soit égale a un carré donné. On sait que ce 
lieu est une droite perpendiculaire à la droite qui joint les 
deux points fixes. 
Le lieu est donc ici une perpendiculaire au diamètre DC. 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontin, professeur aux Collège de Vire. 

{SuitCf voir p. 279.) 



30. — Le cercle ex-inscrit r' partage par son point de 
contact, chacun des côtés a, 6, c en deux segments soit ad- 
ditifs, soit soustractifs. Si La, Lî,, Lé désignent les longueurs 
des poj'tions de tangente commune extérieure aux circonfé- 
rences décrites avec les segments en question pour diamètres, 
adjacents aux angles A, B, C et comprenant ces angles et non 
leur supplément. Si L'a, L'!„,,. L'a... désignent des quantités 
analogues pour les segments déterminés par ces points de 
contact des deux autres cercles ex-inscrits, on a les relations 



jff 



L' j t j r o f*V ,f tr- // O TV iff iff if D rV .. . 

aLib^c == r~> LaLb^c = — T — ' La L 5 Le = 7 > [* ) 

abc abc abc 



KgKbKç ^ LaLfeLc _ LaLfcLc _^ LaLftLc S*r _ Sr 

r "* ~r^^ r" "" r"' ~'abc'~ 4R 



(2) 



On trouve, en effet, aisément : 
L;=psmJ ■ L; = (p-c)sin " L', = (p - 6) sin 2 

^ -* 2 

»" / , . A , " . B _ " , , . G 

La = (p — c) sin — Lb = p sm - Le = (jo — a) sm - 

2 2 2 

T '" / L\ • ^ T '" / X . B _ w . C 

La = (jo — b) sm — Lb = (jo — o) sm - Lg = jo sm — 

2 2 2 

d'où 

LaLbLc =p(p — h](p — c) sm — .sm -sm -='-^ '-=--— — '-^ L 

2 2 2 abc 

p\p — a)abc abc 
On démontre de môme les deux autres formules (1); et, de leur com- 
paraison entre elles et avec celles de rexercice précédent, on déduit 
U formule (2). 
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31. — Si par le point D de la hauteur AD d'un triangle 
ABC, on mène une droite FDE faisant avec BG Tangle x et 
coupant les autres côtés en F et E, de manière que les 
triangles ABC, AEF soient équivalents ; qu'on fasse de même 
pour les pieds des deux autres hauteurs, y ei z désignant 
des angles analogues à â?. On a : 

tga? -4- tgy + tgz = o. 

32. — On considère un angle A = 60** et un cercle de 
rayon r inscrit dans cet angle. On mène au cercle une 
tangente quelconque BG qui forme avec les côtés de l'angle 
A un triangle ABG. H désignant Torthocentre de ce triangle; 
démontrer que quel que soil le côté BG ; on a la relation : 

BH + GH zb AH = 2r 
'± suivant que le cercle r est ex-inscrit ou inscrit dans ABG. 

33. — Si sur les côtés BG, AC d'un triangle ABG on porte 
les longueurs AD = AE égales à la moyenne géométrique 
des côtés bj c qui comprennent l'angle A ; 

1® Les triangles ADE, ABG sont équivalents. 

2® Si Xa désigne la longueur de bissectrice comprise entre 
A et la droite DE ; Xb, Xc désignant des quantités analogues 
pour des constructions semblables faites relativement aux 
autres angles ; on a entre ces quantités les relations : 

XaXbXc = Sp 

srl -H xl + Xc = p^ 
Xa, Xb, Xc sont les demi-petits axes des ellipses considérées 
précédemment (§ 13). 

3® Si zya désigne la longueur DE ; 2j/i„ 2j/c des longueurs 
analogues; on a, entre ces quantités les relations: 

yaybVc = Sr, 
I I 1 I 



yl yl ' vl 



î/a, yhi Vc sont les demi-axes non transverses des hyperboles 
qui font l'objet du même numéro. 

4« La droite DE coupe le côté BG en A'; B', G' étant des 
points analogues; les droites: AA', BB', GG' concourent e» 
un même point. 
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S® Ce point est le bary centre des sommets affectés des 
coefficients v/«, ^b, y/c. 

6® Il est à lui-même son réciproque du premier ordre. 
(Système général de correspondance indiqué par M. de Long- 
champs.) 

7® Il jouit de la propriété que la somme des inverses de 

ses distances aux trois côtés du triangle est minimum. 

• 
34. — Dans un système quelconque de numération, le 

double du dernier chitFre significatif, et le carré de ce chiffre 

s'écrivent avec les mêmes caractères en ordre inverse. 

D'une manière générale b désignant la base d'un système 

et n un entier < b; les deux nombres 

n(6 — i) et (b — i){b — n + i) 

s'écrivent avec les mêmes chiffres en ordre inverse. 

En effet 

!• h étant la base, le dernier chiffre significatif est 6 — i ; 

2(6 — i) s'écrit l.((6 — 2)); 

(6 - 1)2 a- 52 — ;jô + I = 6(6 — 2) 4. I 

et s'écrit ((6 — 2)).i. 

20 D'une manière générale 

n{h — i) = n6 — w = (n — 1)6 -f- (6 — n) 
et s'écrit. 

((n-l)).((6-n)); 
6 — i)(6 — n -\- i) = 6(6 — n] -+- ?i — i, 
ce qui s'écrit 

((6-n)).tin- I)). 
Les doubles parenthèses comprenant les chiffres employés. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M, Levât, ancien élève de 

V Ecole Polytechnique. 

Voici une petite propriété des nombres» 
Pour avoir la somme des carrés des nombres de i à 10»*, 
on procède ainsi : 
La somme des carrés des nombres de i à 10 est égale à 385. ' 
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Pour avoir celle des nombres de i à lo' : 1® on intercale 
un 3, entre le 3 et le 8; 2^ un 3, entre le 8 et le 5; et 3^ 
enfin, on ajoute un zéro à la suite du 5. Ainsi, Ton a 

S*(i àio*)=r= 338350. 
La loi observée se continue indéfiniment 

S«(i à io3) = 333833500. 

n n— 1 n—i 

S»(i à 10") = 333... 833... 5oo... 
C'est facile à démontrer à l'aide de la forirule de la somme 
Sj des carrés de n nombres 

Sj = -(2n* + 3n + I ) 
o 

J'avais déjà montré que pour avoir la somme des nombres 

de I à lo; de i à loo; ... ; de i à lo'*; il faut prendre la 

moitié de lo** et écrire les deux moitiés à la suite. 

I — 10 55 

I — 100 5o5o 

I — 1000 5oo5oo 



BIBLIOGRAPHIE 



Le troisième livre de Géométrie à l'usage de l'enseiymnient moyen et de 
l'enseignement normal; théorie des médianes antiparallèles. — Nouveau 
plan et nouvelles démonstrations par Clément Thiry, étudiant à la 
Faculté des Sciences de TUniversité de Gand. — Gand, Ad. Hcste, 
éditeur; Paris, Gaulhier-Villars, imprimeur, 1887. Prix 1 fr. 25 c. pour 
la Belgique, 1 fr. 50 c. pour TÉlranger. 

Nous avons lu cet opuscule avec beaucoup d*intérêt parce qu'il est 
animé, d^un bout à Tautre, d*un réel esprit d'originalité. C'est ainsi, 
pour citer un point qui nous a plus particulièrement frappé, que tous 
les théorèmes relatifs au carré de la médiane, au carré d'un côté opposé 
à un angle droit, aigu ou obtus, ceux qui donnent la longueur de la 
bissectrice, etc., sont déduits du théorème de Stewart (^'). 

On sait que ce théorème correspond à l'énoncé suivant : 

Trois points ABC étant placés sur une droite , les distances d'un point quel- 
conque O à ceux-ci vérifient la relation 

OÂ'.BG + OBVCA + OC'.AB -4- AB.BC.GA = o, 

[*) Ce théorème célèbre a donné lieu à de nombreux travaux géomé- 
triques; voyez, à ce sujet, V Aperçu historique^ p. 175. 
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égalité dans laquelle on doit tenir compte de l'identité d'Euler 

AB 4- BG + GA s o. 

Je crois pourtant que le théorème de Pythagore qui se démontre de 

tant de façons diverses, plus élégantes les unes 

que les autres, ne doit pas • être considéré 

! comme un corollaire du théorème de Stewart, 

^^^ . et qu'il est préférable, pour établir celui-ci 

avec simplicité, de lui donner pour base, à 
\ X rinverse de ce que propose M. Thiry, le 

_^ '^x théorème de Pythagore. 

A B C Dans cet ordre d'idées, le théorème de Ste- 

wart est, comme l'on voit, en posant : 
OH — h, OA = a, OB = 6, OG = c, 
la conséquence immédiate du théorème de Pythagore et de Tldentité 
évidente : 

(/i'-f-a»)(c— 6) + (/|24-6')(a— c) + (/i2-hc»)(6— o)4-(c — 6)(a— c)(6— a):so. 
On pourrait aussi rattacher au théorème de Stewart la formule de 
Héron (•) qui donne Taire du triangle. 

La brochure que nous signalons à l'attention de nos lecteurs et qui 
n'est, probablement, qu'une première tentative vers un traité complet 
de géométrie élémentaire, se termine par rext)Osé de quelques notions 
sur la symédiane et le point de Lemoine (le point de Grèbe des Alle- 
mands). Nous avons vu, non sans plaisir, cette nouvelle géométrie, au 
développement et à la propagation de laquelle nous avons essayé de 
contribuer, venir, dans la brochure de M. Thiry, prendre place à côté 
de son aînée. N'y a-t-il pas lieu d*espéref d'ailleurs que certaines de 
ses propriétés seront bientôt enseignées et deviendront classiques? Nous 
y verrions plus d'un avantage. 

Ainsi, dans les cours de mathématiques élémentaires qui préparent aux 
mathématiques spéciales et dont les élevés sont déjà, pour le plus grand 
nombre, bacheliers; quel inconvénient y aurait-il à introduire dans les 
matières de l'enseignement l'étude de la géométrie du triangle, par le 
système des coordonnées trilinéaires? Ges coordonnées, si précieuses 
pour un grand nombre de questions, sont à peine indiquées dans les 
cours de mathématiques spéciales. Elles ne sont pas dans les programmes, 
elles restent, par conséquent, ignorées et il n'y a pas lieu d'être surpris 
de cette Indifférence, conséquence inévitable d'une logique qui date 
de loin. Mais nous croyons quMl y a, au point signalé, dans l'ensei- 
gnement de la géométrie analytique, une lacune regrettable; il serait 
utile et facile de la combler. 
'• — I . — — 

(*) G'est à Héron V Ancien que remonte, d'après Ghasles, le traité de 
géodésie intitulé la Dioptre , dans laquelle se trouve la formule 

S = yjpip — a){p — b){p — c); 
voyez (Aperçu historiquey p. 43). Mais ce point htàlorique (comme taut 
d'autres!) est controversé. On pourra consulter, à ce propos, le tome l 
de VHistoire des sciences mathématiques de M. Maximilien Marie. « Je ne 
crois pas du tout, dit M. Marie (loc. cit., p. 190) que le Traité de la Dioptre 
soit de Héron l'Ancien, et si Ton ne veut pas qu'il soit dfe Héron le 
Jeune, alors il faudra je pense chercher un troisième Héron. » 
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CERTIFICAT D'APTITUDE 1886 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCIAL 

4 juillet. — Dans un trapèze isocèle BGDË, on donne la longueur d 
d^une diagonale BD, Tangle a qu'elle fait avec ,1a base BG , et le péri- 
mètre 2p. — 1** calculer la surface du trapèze, ses angles , ses côtés et 
le rayon du cercle circonscrit. — 2"» Quelle relation doit exister entre 
les données pour que le trapèze soit circonscriptible ? Montrer comment 
les résultats trouvés précédemment se simplifient dans ce cas particu- 
lier. Prouver que la corde de contact MM' passe par le point de con- 
cours des diagonales, et calculer sa longueur. — 3o Le trapèze étant 
circonscriptible, calculer la valeur de l'angle B pour que le triangle 
AED, soit équivalent aux 2/3 du triangle BIE. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLES 

Quelles valeurs faut-il donner à la constante m, pour que le trinôme 
(m — 2)x^ -t- 2 (2m — 3)aj + 5m — - 6, reste positif, quel que soit x ? 



BACCALAURÉAT 

DÉ L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPÉCJAL 



ALGER 

Mathématiques. 

Novembre 1886. — I. On donne un triangle ABC. Une droite DE 
parallèle au côté BC, et située dans l'intérieur du triangle, partage sa 
surface de telle manière que la surface DEBC est moyenne proportion- 
nelle entre la surface du triangle ABC et celle du triangle ADE . On 
demande : 1» de calculer DE en fonction de BG ; 2" d'exprimer en fonc- 
tion de la hauteur AF et de BG, le volume engendré par la surface DEBC, 
tournant autour de BC. 

IL Expliquer comment l'on mesure la hauteur d'une montagne ou 
d'un édifice dont le pied est inaccessible. 

Application, — Pour mesurer la hauteur d'un édifice on a choisi une 
base de 6°*, telle que les angles adjacents à la base du triangle, formé 
par cette base et le sommet de l'édifice, sont égaux à 83*» 12^2 2'. L'angle 
d'élévation du sommet vu d'une des extrémités de la base est 8o'»22'6", 
Calculer la hauteur de cet édifice. 
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ÉCOLE DE CLUNY 

CSoncours de 1886. — Un triangle rectangle, dont l'hypoténuse est 
donnée, BG = a, engendre en tournant successivement autour de cha- 
cun des côtés de Tangle droit, deux solides dont les volumes sont 

m 
entre eux dans un rapport donné — • On demande de calculer : 

n 

!• Les deux côtés de Tangle droit, AB et AG ; 

2»La hauteur AD et la bissectrice AI, issues du sommet A de Tangle droit ; 

3* Les parties BD et DG, ainsi que les parties IB et IG déterminées 
sur rbypothénuse par la hauteur AD et la bissectrice Al ; 

4« Le jayon x quUl faudrait donner à un cercle pour que l'aire de 
Toctogone régulier inscrit dans ce cercle soit équivalente à celle du 
triangle rectangle ABG; 

5" Le rayon y qu*il faudrait donner à une sphère pour que sa surface 
soit équivalente à la surface totale du solide eo gendre par la révolution 
du triangle ABG autour de Thypothénuse BG comme charnière. 

il*- ™ *'* 3 

Applîcatian : a = i" ; — = -• 

Nota. — Les calculs devront être donnés numériquement à un mili- 
mètre près. 



QUESTIONS PROPOSEES 



243. — Ou considère un triangle rectangle BAC et ron 
prend sur l'hypoténuse BC un point quelconque M; ayant 
abaissé sur BG une perpendiculaire AI on détermine sur 

celle-ci un point I tel que AI* = MG.MB. La droite MI 
rencontre les côtés AG, AB en deux points P, Q. Démontrer 
que les points M, I sont isotomiques sur PQ; en d'autres 
termes, les points M et I sont symétriques par rapport au 
milieu de PQ. (G. L.) 

Erratum. — !• Dans l'énoncé de la question 239, p. 288 : 
au lieu de a{y -j- s -f- j/js) = a, v 

lisez x(y 4- a -f- xys) = a, 

et ainsi des autres, 

2* Page 17, ligne 5, en remontant; au Heu de C3, lisez hy 



Le Directeur-Gérant, 

g: de longghamps. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMEKIE CHAH. 
RUE BERGÈRE, 30». PARIS. — 2370-7. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



49 



SIMPLIFICATION DU CALCUL ALGEBRIQUE 

Par M. il. Philippof. 

[Suite, voir p. 25). 



8. Substitution simple. — La substitution de t/ + 8 
au lieu de a;, ;j -h s au lieu de y sera nommée substitution 
simple. 

Théorème (*). — Si on désigne par nm le coefficient de x°y", 
ou celui deu"z", et si Von emploie le signe, ou symbole opératif, 
(nm) pour désigner la fonction dérivée de Vordre n par rapport 
à 8 et de Vordre m par rapport à e, fonction multipliée par le 
facteur numérique 



I .2. . .n I .2. . .m 



n!m! 



le «ésultat de la bubstitulion simple dam la fonction 

X X 



U 



abc... 
d e f . . . 
g h i ... 



X 



00 lO 20 
CI I I 21 
02 12 22 



s'obtiendra en appliquant à la fonction U le symbole opératif 



00 lO 20 . .. 

01 II 21 . . . 

02 12 22 . . . 



semblable à la fonction eUe-méme, après avoir changé les coor-* 
données x, y respectivement en u, z. 

On peut énoncer ce théorème en écrivant : 

OO I O 20 ... 

_^ 01 1 I 21 . . . 

U ~~ I^ I 02 12 22 . . . 



W4-8 



u 



(*) Ce théorème forme la base d'une nouvelle théorie des transforma^ 
tioDS linéaires. 
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9. Explication et démonstration. — Pour expliquer 
le sens du théorème précédent, je me propose de substituer 
X -h ^ pour X et y -h e pour y dans la fonction 



y 







X 


a 


b 


c 


d 


e 


f 


9 


h 


i 



y\ 



X 



U 



On trouve au moyen d'une substitution immédiate ou au 
moyen de la série de Taylor : 



y 



Oî-l-ô 



u 



Ici a b c ^ a 
On pose 

x-\-l 



y 



bl + cS% etc 





X 


abc b 2C 

m 

d e f e 2f 
g h i h 2i 


c 

f 



y 



u 



y 



X 


ABC 
D E F 
G H I 



y 



X 



u 



(S) 



Mais 



!/+^ 



oî+S 



U 



2/4-6 



X 



u 



(3) 



y 




Ici on a 



A\ 



l) U- A 



M. 



De + GeS etc. 
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En substituant pour A, D, G, etc. leurs valeurs on obtient : 



2/ + £ 



X-h^ 



U 



Mais 



y 



X 



abc 
d e f 
g h i 



b 


2C 


e 


3/" 


h 


2t 



c 

f 



(5) 



d e f 
2g2h2i 

\ 9 h i 



e. 2f 
2h 4i 

h 21 



f 

2i 



VT 



(^) 



A, 



(0 



(3) 



abc 
d e f 
g h i 



est uue forme cartésienne ayant les coordonnées 8, s, etc. On 
remarque que At est égal à la fouction initiale prise par 
rapport aux variables 8, e; c'est donc la fonction U à laquelle 
on a appliqué le symbole opératif (oo). Le coefficient 

(5) 







b 


2C 


c 


2/- 


h 


2i 



(0 

est le résultat de l'opération (lo), etc. On a donc 



y-hs 



X4-8 



U 



j/-hs 



x+S 



oo lO 20 = 
CI II 21 
02 12 22 



y 



X 



U 



00 10 20 

01 U 21 

02 12 22 



et le théorème général est vérifié dans ce cas. 
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Pour prouver le cas général, il faut appliquer la série de 
Taylor à la fonction : 







U+0 




a 


b c , , , 




d 


e / . . . 




9 


h i ... 


s+s 


• • 





Le théorème de Taylor donne : 

{p(u 4- 8) ~ (p(o 4- u) = (p(8) -h 



?(5) 



U 4- ... 



ou, si l'on pose 



(n) = 



(p('o(3) 



l .2.3. . .w 

ou obtient 

ç(U-t-5) = (o)(l)(2) ... 

Mais on peut poser 

X 



y 



U 



y 



X 



Y, 
Y, 



(En écrivant Yq = a 6 c ..., Y^ = de f ,.,, etc.) En posant 
encore 



cpl'*l(S) 



/lî 



= a>(^)n 



on obtient 



y 



w+S 



U 



y 



u 



Y,(^h Yo<«). Yo<*)2 ... ^ 
Yi(*)o Yi(*). Y,(*):. ... y 
Y,(*)« Y,(*)« Y,(*)2 . . . 



u 



Xq X^,.. ~ v^ 



En substituant (dans V) js -h e pour y et en substituant les 
valeurs de X©, etc., on a : 
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ns 



u 



u 



y=v 



Xo<*)» XM.S . . . 



Y.W.\(.)o /Y,W.\(s). 
Yi(«). I ( Yj(*ii 

k • • • • 

'Y.%(^). /Y.<*'.\(e), 
Yji*!. I ( Yi(«)i 



• • • • 



Mais, en rejetant toutes les lettres et en ne laissant que les 
indices des puissances de u, Zj et des fonctions dérivées 
prises par rapport à B, e on aura : 



y=z 



x=u 



GO 10 20 • . . =r 

01 II 21 .. . 2/=^ 

02 12 22 . . . 



U 



X=U /qq io 20 . . . 

01 I I 21 . . . 

02 12 22 . . . 



Qvod erat demomlrandum. 

Exemple : Trouver le résultai de la substitution x m- 8 pour x, 
y -f- e pour y dans la forme cubique : 





X 




a b c d 




e f g 




h i 


y 


k 



Réponse : On applique le symbole opératif 

oo lO 2o 3o 

01 I I 21 

02 12 

o3 
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Résultat : 







X 


/»\ 


a b c d 

e f 9 
h i 

k 


b 2C 3d 

f^g 

• 


C 3d d 
9 


e f g 

3k 


f^9 

21 

» 


9 


h i 
Sk 





y 






(A suivre). 



VARIÉTÉS 



ESSjft.1 



SUR LA 



GEOMETRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE (*) 

Par M. C}« de lioni^champs* 

(seconde partie) 

(SMtte, voir p. 9). 



14. Ajuster un jalon entre deux jalons donnés. 

— Parmi les problèmes qui rentrent dans les premières 
applications de Tarpentage, il en est un que nous voulons 
traiter en terminant ce chapitre ; c'est celui qui a pour 
objet de placer un jalon G, en ligne droite avec deux autres 
jalons A, B, sur le segment AB. 
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Daus la pratique on opère par tâtonnemenls et de la 
manière suivante. On fixe, dans le voisinage de la droite AB, 
un jalon G'; puis on dispose deux jalons G* et G"\ Tun sur 
C'A, l'autre sur C'B ; opération possible au moyen de deux 
visées successives. Si les jalons G', G', G'" sont sur une 
même ligne de visée, c'est que le point G' a 
été bien déterminé, tout d'abord. Sinon, on 
constate que le point G' doit être rapproché de 
AB, vers la droite, ou vers la gauche, de l'ob- 
servateur. Delà, quelques tâtonnements, mais 
qui aboutissent rapidement. 

La difficulté du problème qui nous occupe 
tient à ce que l'on suppose les extrémités Aet B '^ 
inaccessibles; s'il, n'en est pas ainsi, si l'on 
peut notamment opérer sur le terrain oh pénètre 
le prolongement de AB, toute difficulté dispa- / 
ralt. En effet, on peut toujours par une ligne de ' .. 
visée, fixer le jalon K sur le prolongement de ^'9'- '^* 
AB; puis ce jalon étant fixé, l'observateur revenant se placer 
entre Aet B pourra, par une nouvelle visée, ajuster un jalon 
K\en ligne droite avec les jalons B et K. Mais, si nous suppo* 
sons que AB ne puisse être prolongée, ni dans un sens, ni 
dans l'autre, alors (au point de vue théorique, tout au moins) 
la petite difficulté signalée existe, et voici comment on peut 
la tourner (♦). 

Une première solution se présente immédiatement à l'esprit: 
elle consiste à jalonner par les extrémités A et B de la 



-'A 



(*) <c Les personnes qui ne sont pas habituées à opérer sur le terrain 
dit Bergery [loo, dt, p. 105) trouTeront peut-ôtre quelque difficulté à 
planter un jalon dans un alignement dont les extrémités sont inacces- 
sibles. » Bergery décrit alors un procédé par tâtonnements qui permet 
de résoudre pratiquement cette opération pour laquelle il ti*indlque pas 
d'ailleurs de tolution théorique. La vérité est que les personnes qui se 
livrent aux opérations d'arpentage, étant habituées à ces difficultés, les 
résolvent instantanément par Thabileté personnelle qu'elles ont acquise; 
sans avoir recours k la méthode pratiqpie de Bergery, ou à toute autre. 
Encore bien moins feront-elles usage des solutions rigoureuses que nous 
indiquons ici, lesquelles ne trouveraient une application réelle que 
dans le cas où Ton voudrait obtenir plus d'exactitude ou dans celui où 
Von doit considérer des grandes distances. 
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Fig. i35. 



droite donnée, et, bien entendu, dans la partie accessible, 
des alignements deux à deux parallèles. On obtient ainsi 
un parallélogramme ABmn dont la seconde diagonale mn 

passe par le milieu de AB. En répétant 
une seconde fois cette construction, on 
obtiendra donc deux droites mn,mV pas- 
sant, Tune et l'autre, par le milieu de 
AB. Le point de croisement G des deux 
diagonales ainsi tracées se trouve nette- 
ment déterminé ; en ce point G, on pourra 
donc placer un jalon qui sera situé sur 
la droite AB, au milieu de ce segment. 

Voici une seconde solution. Elle exige, il est vrai, plus 
d'alignements, mais elle ne nécessite pas le tracé de parallè- 
les, opération toujours délicate ; de plus, au lieu d'indiquer la 
position du troisième jalon, justement au milieu de AB^ parti- 
cularité qui peut offrir quelques inconvénients, elle permet de 
placer ce jalon en un point quelconque du segment AB. Elle 
prend pour base le théorème de Pappus {Première partie, § 19). 
Supposons que Ton veuille fixer un jalon sur le segment 
AB. On choisira arbitrairement deux points m et n qui cons- 
tituent, avec A et B, le quadrilatère 
auquel on se propose d'appliquer le 
théorème que nous venons de rappeler. 
Ayant alors tracé les alignements qu'in- 
dique la figure, on obtient deux points 
0, 0'; et la droite AA' coupe mn en un 
point G qui est rigoureusement en ligne 
droite avec les points A et B. 

Mais voici, au sujet de ce problème, 
un cas particulier présentant plus d'in- 
térêt, parce qu'il se rencontre dans la 
pratique de Tarpentage et qu'il ne peut être résolu par la 
méthode des tâtonnements. Il peut arriver que certains acci- 
dents de terrain : arbres^ maisons, talus, etc., cachent à l'opé- 
rateur, dans la partie du terrain où il doit fixer le troisième 
jalon, les points A et B, extrémités de l'alignement considéré. 
Nous allons examiner ce cas particulier. 




Fig. 436. 



.f A 
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15. — Ajuster un jalon entre deux jalons donnés 
inaccessibles et invisibles pour certaines parties 
du terrain. — Soient A et B les deux points qui sont 
visibles dans les parties du terrain voisines de P et de Q, mais 
non dans celle qui environne le point 0, point inconnu et oîi 
doit être planté un jalon en ligne droite avec A et B. 

Traçons RS parallèlement à PQ. Nous avons 

OM _ m _ OP 

ON ~ IS ~ OQ" 

Le problème se trouve ainsi ramené au suivant: 

Étant donnée (fig. 437) une ponc- 
tuelle (P, Q; M, N), déterminer sur 
cette ponctuelle, un point qui par- 
tage les segments PQ et MN, dans le 
même rapport. 

Pour résoudre cette dernière ques- 
tion, menons par les points M, N deux 
alignements parallèles et, avec le cor- 
deau, prenons MP' = MP et NQ' = NQ ; 
le point 0, déterminé comme l'indique \ ■ / /y'' 

la figure 138 est le point cherché. H-: - 

Au problème qui vient de nous f\g^ 437, 

occuper, correspondent, sans sortir des limites de la Géomé- 
trie de la Règle, de nombreuses solutions; celle que nous 
venons d'exposer, et à laquelle nous 
nous tiendrons, est la plus simple, 
parmi celles que nous avons imagi- 
nées. On observera peut-être qu'elle 
est encore assez compliquée; mais ^~~ 
il faut reconnaître que la question Fig, 438, 

qui vient de nous occuper offre une certaine difficulté relative, 

elle ne semble pas comporter, si nous ne nous trompons, 
de solution sensiblement plus simple, que celle que nous 
venons d'exposer. 

(A suivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Extrait dune lettre de M. Tabbé E. Gelin, professeur 
au collège de Huy (Belgique). 

La Méthode des coefjicients détachés^ (*) que vous signalez 
comme employée par M. Carr, dans sa Synopsis^ London 1880, 
est aussi employée par M. McLellan, dans son ouvrage the 
tèacher's hand-book of Algebra, Toronto, 1879 : 

1® Pour le calcul des valeurs numériques d'un polynôme 
entier en x (p. 6), ou pour celui du reste de la division d'un 
polynôme, entier en x par a? — a (p. 39). Exemple : valeur numô. 
rique du polynôme 2cc* -H 1255* -H 6x* ■+- lo, pour x = — 5 : 

2 4- T2 4-6 — 12 + lO 
— lO — 10 + 20 — 40 



- 5 



2+2 — 44-8— 3o 

2"* Pour la multiplication (p. 22). Exemple : multiplier 
3x^ — 2œ^ — 2CC + 3 par x* 4-305—2 : 

2 4- o — 2 4-3 
+ 3 +9 — 6 4-0 — 6 

4 - o 



9 

+ 4 



- 6 



3x* 4- yx^ — I2X* 4- 20^ — 3x^ + i3x — 6 
3° Pour la division (p. 26). Exemple : diviser 3a?* 
12a;* -h 2x^ — 3x^ 4- (3aî — 6 par œ* 4- 3a5 — 2 



yx^ 



- 3 
+ 2 



A 

- 9 



— 12 4-2 
6-0 
6 -4 



-3 4- i3 - 6 
4-6 — 9 
0—44-6 



' 



i3a;* — 2X^ -h o — 2a? 4- 3 
4® Pour la résolution des systèmes d'équations du premier 

(•) M. Philippof, comme il nous Ta écrit, ne s'attribue nullement 
l'invention de cette notation dont le germe, comme il nous le fait 
observer avec raison, se trouve déjà dans le triangle arithmétique de 
Pascal (V. la lettre de M. Laisant; Journal, 1886, p. 238). Elle a d'ailleurs 
été explicitement employée par Gauss dans ses recherches sur les 
formes quadratiques et, depuis, par M. Cayley. C'est dans l'introduction 
des formes rectangulaires et cartésiennes qu'il faut voir l'idée, peut-être 
neuve, de M. Philippof. G L. 
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degré à plusieurs inconnues (p. 178). Exemple ; résoudre 
le système 

u-hv-^-x-i-y-hz^z i5, 
u -h 2t; 4- 4^ 4- 8y + i6j5 = 5j, 
u -h 3v -¥- gx -\- 27y -h 8ia — 179, 
u -h 4V -h i6x -h 64.V + 256ir = 453, 
u -h 5v -h 25a; + i25y h- 625j5 — 975. 

u V X y z 



(i)- («) 

(3)- (2) 

(4)- (3) 

(5)- (4) 

(7)- (6) 

(8) - (7) 

(9)- (8) 
(ii)-(io) 

(I2)-(II) 

(14) -(i 3) 
(i5) : 24 

^{(•3) -60(1 6)1 

i{(io)-|i3(i7) + 5o(i6)|] 

(6)-{3(i8) + 7(i7)+i5(i6)| 
(i)-|(i9) + (t8) + (i7) + (i6)| 

. Réduite aux applications qui précèdent, la méthode des 
coefficients détachés me semble pouvoir être introduite dans 
renseignement élémentaire. 

Je ne trouve aucune indication de cette méthode dans les 
traités d'algèbre de Wood et de Todhuntery qui sont classiques 
en Angleterre, ni dans celui de Robinsoriy qui est employé 
aux États-Unis. 



I I 


I 


I I — 


i5 


(1) 


1 2 


4 


8 16 = 


57 


(2) 


I 3 


9 


27 81 = 


179 


(3) 


1 4 


16 


64 256 — 


453 


(4) 


I 5 


25 


125 625 := 


975 


(8) 


I 


3 


7 .5 = 


42 


(6) 


I 


5 


iq 65:= 


I <> 


(7) 


I 


7 


37 «75 


274 


(8) 


I 


9 


61 369 


522 


(9) 







12 5o 


80 

« 


(10) 




2 


18 1 10 — 


l52 


(11) 




2 


24 194- 


248 


(12) 






6 60- 


72 


(13) 






6 84- 


96 


(U) 






24:-: 


24 


(15) 






I 


I 


(16) 






r 





(17) 




[ 




3 


(18) 


I 

I 




* 


4 
5 


(19) 
(20) 
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BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPECIAL 



SESSION DE JUILLET ET NOVEMBRE 1886. 

FACULTÉ DE DIJON 

Mathématiqv£s. 

29 juillet. -— 1« Établir la formule des annuités; 

2» On place 15.000 francs à 4 0/0; on prélève 1000 francs à la fin de 
chaque année. Combien restera-t-il au bout de 15 ans? 

2 août. — On verse 750«' de mercure dans un vase ayant la forme 
d'un tronc de cône. A quelle hauteur s'élèvera-t-il sachant que le dia- 
mètre de la petite base qui forme le fond du vase a 5*" de diamètre 
et que Tarête de ce tronc fait avec la verticale un angle de 30'. 

On prendra 13,6 pour la densité du mercure. 

15 novembre. — 1" Volume du segment sphérique. 

2" Un vase ayant la forme d'une portion de sphère de 1 décimètre de 
rayon contient de l'eau qui s'élève à S"". On y plonge complètement un 
certain corps et le niveau s'élève de 1*". Trouver le volume du corps 
plongé. 



SESSION DE NOVEMBRE 1886. 

FACULTÉ DE POITIERS (*) 

— Soient un demi-cercle AGB, un point G sur ce demi-cercle, et un 
point K sur le diamètre AB. On demande : 

!• De prouver que les volumes engfendrés par les segments AMC, 
BNG tournant autour de AB sont entre eux comme les carrés des sur- 
faces des zones correspondantes; 2» de déterminer par une construction 
géométrique le point G de manière que le rapport des volumes précédents 

soit égal à — . 

— Équilibre de la poulie mobile dans le cas particulier où les deux 
cordons sont parallèles. Démontrer que si la poulie a un mouvement 
uniforme, le travail de la puissance est égale au travail de la résistance. 

FACULTÉ DE BORDEAUX 

— On donne un point A sur une droite M N et un point B extérieur. 
!♦ Gonstruire la circonférence passant par B et tangente en A à la 
droite MN. 2» Calculer le rayon de cette circonférence en fonction des 

(•) Énoncés communiqués par M. Monsallut, professeur au collège 
de Saint-Jean-d*Angely. 
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longueui^s AG = a, BG =r & (G étant le pied de la perpendiculaire abaissée 
de B sur MN). 3» Trouver le lieu du centre du cercle lorsque le point A 
se déplace sur la droite. En déduire une nouvelle construction. 

— Étant donné un rectangle ABGD dont les côtés sont a et 6, par 
les sommets A et G on mène des parallèles faisant avec AB un angle a* 
Par les points B et D, on mène des perpendiculaires à ces deux paral- 
lèles. On demande de trouver la surface du quadrilatère obtenu. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET 



SESSION DE JUILLET 1886 

FACULTÉ DE LILLE (*) 

Amiens. 

#•• et ^-« séries. — Galculer les rayons des deux bases d'un tronc de 
cône, connaissant Tarôte a du tronc de cône, sachant que cette arête 
fait un angle de 6oo avec le plan de la base inférieure, et que la sur- 
face totale du tronc est égale à celle d'une sphère ayant pou» diamètre 
Tarôte a. 

Trouver le centre de gravité d'une pyramide triangulaire. 

LUk. 

<*• série, — I, Un observateur se déplace le long d'une droite GM en 
regardant constamment une môme partie AB d'une droite GB perpendi- 
culaire à GM, partie dont les deux extrémités A, B sont à deux distances 
CA = a = i", et GB = 6 = 4* de la première droite GM. On demande 
en degrés et minutes le maximum de l'angle AMB sous lequel est vue 
la droite en question AB. 

II . Qu'entend-on par révolution synodique et par révolution sidérale 
de la Lune? Durée de la première et manière de l'obtenir par l'obser- 
vation. En déduire la deuxième par le calcul. 

2*** série, — I. Supposons que l'on connaisse la mesure du volume 
d*unparallélipîpèdeet que Ton n'ait encore rien démontré relativement au 
volume d'un prisme, établir la mesure du volume d^n prisme triangulaire. 

II. Une barre pesante homogène AB, mobile autour de son extré- 
mité A qui est fixe, est tenue en équilibre dans la position horizontale 
au moyen d'une force F appliquée à l'extrémité B et dirigée vers un 
point G de la verticale As. Trouver la grandeur de la force F et la 
pression que supporte le point A. On donne AB = a, AG = 6 et le 
poids P de la barre. 

â"* série. — I. Les trois hauteurs d'un triangle sont S", 6™ et 7". 
Quelle est la surface de ce triangle ? 

{*) Énoncés communiqués par M. L. Richard, professeur à Gondé-s- 
Escaut. 
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II. Une balle sphérique du poids de 3o<' est tirée de bas en haut, 
avec une vitesse initiale de 5o™, dans une masse spongieuse qui oppose 
à son mouvement une résistance constante de 200^^". Jusqu'à quelle 
hauteur s'y élèvera-t-elle? (On prendra g = 9,809). 

I. Trouver l'intersection d'une droite et d'un plan défini par deux 
droites qui se coupent, lorsque les traces de ces droites ne sont pas 
dans les limites de Vépure. Faire l'épure et l'expliquer. 

II. Expliquer l'inégalité des saisons. 

I. Pans un cercle 0, on donne deux cordes AM = a et AP = 6. La 
corde AP sous-tend un arc double de l'arc sous- tendu par la corde AM. 
Trouver R. 

Application : AM = 3'",275, 

AP = 4", 1 20. 

II. Conditions d'équilibre d'un corps pesani placé sur un plan incliné 
et sollicité par une force faisant avec le plan un angle quelconque. 

I. Défînir le jour solaire vrai; dire pourquoi il est plus long que le 
our sidéral et calculer sa valeur moyenne en jours sidéraux, sachant 

que l'année tropique vaut 366 jours 242217. 

II. ABC étant un triangle isoscèle dont on connaît l'angle au som- 
met A = 2a et un des côtés AB = a, on prend sur ce côté un point D 
tel que BD = &, et on mène la droite DEF faisant l'angle BDE = x. 
Calculer l'angle x par sa tangente de manière que Ton ait : 

é DE = EF. 
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Cosmographie très élémentaire et purement descnptive, à l'usage des élèves 
des lycées et collèges de rhétorique, philosophie, mathématiques élé- 
mentaires (!'• et 2« années) etc., par M. Audoynaud, professeur au lycée 
de Poitiers (4' édition, Hachette, prix 3 francs.) — Au moment où la 
cosmographie reparaît dans le programme des examens de Saint-Cyr, 
nous voulons signaler à nos lecteurs l'ouvrage de M. Audoynaud. Il 
est clairement rédigé et, comme le dit son titre, très élémentaire; 
malgré cela, des notes diverâes le mettent à la hauteur des examens 
auxquels nous venons de faire allusion. Enfin, 60 problèmes, d'un genre 
facile, proposés à la fin du livre constituent un choix d'exercices inté- 
ressants permettant à l'élève, qui en cherchera les solutions, de s'assi- 
miler un cours que l'on ne comprend bien qu'après avoir éclairci par 
des applications numériques, les théories souvent délicates qu'il 
comporte. 

Nous profiterons de cette occasion pour exprimer le regret que la 
cosmographie ne soit plus représentée au baccalauréat ès-lettres. 

Dans le plan d'études de 1880 (Hachette), on lit:* 

Page 26. — Rhétorique (sciences) : géométrie, corps ronds, cosmo- 
graphie. 

Page 28. — Philosophie (sciences) : Revision et complément des cours 

de sciences mathématiqtteSf physiques et naturelles. 

Il n'est nullement dit que la cosmographie ne sera pas revue. 
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Cependant, dans le programme du baccalauréat ès-lettres, on lit aussi 
(Hachette) : 

Sciences mathématiques. 

« Go programme est celui de la classe de philosophie c'est-à-dire la 
revision des cours d'arithmétique, d'algèbre et de géométrie avec com- 
plément pour la classe de philosophie. » 

Il est complètement muet sur la cosmographie. 

Tout cela n'est pas très logique et, théoriquement, semble présenter 
quelque confusion. Mais nous devons reconnaître que, dans la pratique, 
toute ambiguité disparaît; la cosmographie n'est pas révisée en 
philosophie, par la toute puissante raison qu'elle n'est pas demandée au 
baccalauréat-ès-lettres. . 

Il est permis de trouver cet état de choses regrettable; aucune 
science, d'un avis général, les mathématiques pures exceptées, ne paraît 
plus propre à développer l'esprit philosophique que la cosmographie ; 
aucune, dans ses lignes générales, et dans ses notions élémentaires, 
n'est plus nécessaire à connaître. Si cela est vrai, pourquoi n'est-elle 
plus enseignée en philosophie; et, surtout, pourquoi n'est-elle plus 
demandée aux examens du baccalauréat ès-Iettres? 

Bulletin scientifique de renseignement secondaire spécialy à l'usage des 
élèves de 3*, 4*, 5« et 6* années et des candidats aux examens et con- 
cours de cet enseignement ; rédigé par M. Ernest Lebon, professeur 
agrégé de mathématiques au lycée Charlemagne, avec la collaboration 
d'une société de professeurs (A. Colin et G*«; Paris et départements 
6 francs). 

Cette publication s'adresse, tout particulièrement, aux élèves et aux 
professeurs de l'enseignement spécial. Les communications diverses 
doivent être adressées à M. E. Lebon, 5, rue de Mézières. Les solutions 
des questions proposées doivent être envoyées au rédacteur, avant le 
20' jour qui suit la publication du numéro. 
Le Bulletin paraît le 20 de chaque mois, sauf en août et en septembre. 

Préparation aux examens de Venseignement sec(yndaire spécial et de Vensei- 
seignement secondaire des jeunes filles. Revue bi-mensuelle publiant tous 
les textes donnés dans les difiérents centres d'examen de la France et 
les actes administratifs, paraissant le 10 et le 25 de chaque mois, de 
novembre h juillet inclusivement; prix d'abonnement : 10 francs. 

Les numéros ne sont pas vendus séparément; les abonnements partent 
du 10 novembre de chaque année pour prendre fin le 25 juillet de l'année 
suivante. (Librairie Groville-Morant et Foucart, 20, rue de la Sorbonne.) 

Ce journal est littéraire et scientifique; il publie tous les examcDS du 
baccalauréat de l'enseignement spécial dans tocs les centres d'examens 
de la France et il fera remonter cette publication à 1883, date du fonc- 
tionnement du nouveau baccalauréat. 

Il contient une préparation aux certificats d'aptitude et aux agréga- 
tions de l'enseignement spécial. Les devoirs à préparer donnés pour 
chaque mois sont ceux que l'Académie de Paris fait traiter par les can- 
didats qu'elle consent à préparer par correspondance. 

G. L. 
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QUESTION 351 

Slolution par M. Ph. F. 



Cn donne un cercle 0, deux diamètres rectangulaires AA', 
BB'. Trouver sur OB un point G tel qu'en joignant AG et en 
menant DGD' parallèle à AA' le prolongement de AC partage 
Parc BD' en deux parties égales. 

Joignons D'O. Soient x, y les coordonnées de D, .a et oj 
les angles ÊAÀ7 mJA*. En vertu de Tégalité 

arc D'E = arc EB, 



on a 

ou 

cette égalité donne 



r-2a=2a-a), (1) 



2 






I + tgo)tg4a = o. (2) 

Or tg 03 = ?^ » tg a = I- 

en désignant par R le rayon du cercle 0. 

Remplaçant dans (2) tg w et tg 4a par leurs valeurs en 
fonction de x, y, R et observant que 

x^ -hy^ = RS (3) 

il vient, toutes simplifications faites, une équation du 5« degré 
en X 

x[x^ - 4Ra?« -h AR^x^ + ^R^x - 4R*) = 0. (4) 
Équation qui nous indique, ainsi qu'on pouvait le supposer, 
que les points B et B' répondent aux conditions du problème. 
L'équation 

X - 4Rx^ -h 4R«a?« + 4R«ir - 4R* = o. 
a deux racines réelles 

a?i = 4- 0,7 64R 
a^2 = — o,947R. 
Il y a six points sur la circonférence remplissant les con- 
ditions de l'énoncé. Ces points sont symétriques, deux à deux, 
par rapport à A'A. 
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L'équalion (4) peut être résolue géométriquement par la 
recherche des intersections de la circonférence (3) et des 
lignes qui correspondent aux équations : 

a? = o, (S) 

R(2y - x) = xy. (6) 

Celte dernière égalité mise sous la forme 

(2R - x){y + R) = 2R*, 
prouve que la courbe correspondante est uno hyperbole équi- 




latère dont les asymptotes sont : une parallèle à B'B à la 
distance + 2R, et une parallèle à A'A à la distance — R. 

Cette courbe coupe la circonférence en deux points D, D", 
D" étant situé entre A' et B' et répondant à Tabcisse 0,947 ^* 

Ce point D" est tel que, si Ton mène D"G'D'" parallèle à 
A'A, et si Ton joint AC qui coupe la circonférence en E', on a 

arc E'A'B = arc E'B'D'". 

On peut, généralisant Ténoncé, se poser la question sous 
la forme suivante : 

Tracer ACE tel que Varc D'B soit égal à mEB. 

En posant l'arc BE = x l'équation à résoudre sera 

(sin X 4- i)cos mx = cos a?. (M) 
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m = 2 correspond au cas résolu dans cette note ; 
m =^ 3 conduit à cette remarque assez curieuse : 
D'C est égale à la différence entre le diamètre et le côté du 

carré inscrit, soit 2R — Rv/2, ligne qui se construit aisément. 

Nota. -*- La question 331 sur laquelle la communication 
précédente a, naturellement, appelé notre attention, fut pro- 
posée*, sans signature, au tome V de la première série de 
ce journal (1881, p. 287). La solution qui a été publiée (loc 
cit,, p. SS3) est manifestement fausse; c'est un de ces petits 
accidents auxquels un journal échappe difficilenient. Mais, 
dans le cas présent, il est singulier que Tauteur (anonyme) 
de cette question n'ait pas relevé cette inexactitude et, chose 
plus regrettable, n'ait pas, du même coup, indiqué la solu- 
tion exacte qu'il avait eue en vue, en proposant cet exercice 
aux élèves de mathématiques élémentaires. 

La solution qu'on vient de lire, fait dépendre le tracé 
demandé d'une équation du quatrième degré. En appliquant 
à celle-ci la méthode de Ferrari, on est conduit, si nous 
avons bien calculé, à la résolvante : 

X* -h 2X» 4- 2 = o, 
équation qui n'admet pas de racine commensurable. Nous 
croyons donc que le problème en question n'est pas qua- 
dratique et qu'il a, par inadvertance, été proposé comme 
constituant une question élémentaire; mais, si nous nous 
trompons, et si l'on nous adresse une solution purement 
élémentaire de cet exercice, nous l'insérerons avec plaisir. 

G.L. 

QUESTION 182 

HolatioM par M. Henri Martin, élève au Lycée Condorcet. 



Par le sommet A d'wn triangle ABC, on mène une parallèle AD 
à BC, son inverse AAi et la médiane anti-parallèle à Aa. Démon- 
trer la relation 
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Les angles A^AB, ACA^ étant tous devenus égaux à Tan- 

gle CAD, les triangles A^AG, A^AB sont semblables et don- 

nont: 

AAi AB AjB 

AiC "" AC ~ AAi 
En tirant de là les valeurs de A^B, AiC, et en les divisant 
membre à membre, on a : 

A^B _ IB^ 

Or, on sait (v. Journal de Mathématiques élémentaires, 1885, 
p. S5) que : 

Bx AB* 

■ — • — — ^— • 

Donc 



Ba_ BA^ 
(k "" CA, 



C. Q. F. D. 




Note. — Cette question se démontre encore facilement si 
on remarque que AD étant perpendiculaire à la hauteur AH, 
son inverse AA^ est perpendiculaire à Tinverse de AH, c'est- 
à-dire à AO (v. Journal de Mathématiques élémentaires, 1885, 
p. 89). La droite AA^ est donc tangente au cercle circonscrit, 
ce qui démontre la proposition énoncée (v. Journal de Mathé^ 

matiques élémentaires, 1885, p. 102)» 

E. V. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. G. Bourdier, élevé au 
lycée de Grenoble; A. Fitz-Patrick, élève au lycée de Poitiers; J. Gha- 
pron, [solution par les faisceaux harmoniques). Iguacio Beyens (Cadix). 
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QUESTION 186 

Solution par M. E. Vtgarié. 



On sait que les droites qui joignent les sommets d'un triangle 
avx points de contact des cercles ex-inscrits se coupent en un 
même point» Démontrer qus ce point est le centre du cercle inscrit 
au triangle obtenu en menant par les sommets du triangle les 
parallèles aux côtés, (G. Boubals.) 

Soient w le point de Gergonne, c'est-à-dire le point de con- 
cours des droites qui joignent les sommets du triangle aux 
point a, p, Y de contact du cercle inscrit avec les côtés, o) le 
point de Nagel (*), c'est-à-dire le point de concours des droites 
qui joignent les sommets du triangle auxpoints a', p\ y' de con- 
tact des cercles ex-inscrits avec les côtés on a évidemment : 

Ba = Ca'. 

Les points w. o>' étant réciproques, le point w' est le centre 
du cercle inscrit au triangle AJElCi formé en menant par 
les sommets de ABC des parallèles aux côtés (voir ce jour- 
nal 1885. Question 94, p. 92j. 

On sait, en outre (loc. cit.), que les douze lignes qui 
joignent les sommets du triangle ABC aux douze points de 
contact des cercles inscrits et ex-inscrits concourent, trois 
par trois, en huit points, dont a»' est l'un d'eux, trois autres 
de ces points sont les centres des cercles ex-inscrits au tri- 
angle AiBlCi ; ces trois points sont les points algébriquement 
associés du point de Nagel (v. Journal de Math. Sp. 1885, 
pp. 193, 217, 241 et Journal de Math. Élém., pp. 129 et 249). 

La question précédente peut encore être résolue en s'appuyant 
sur la théorie des points complémentaires (**j ; ces derniers sont 
deux points tels que la droite qui les joint est divisée dans 
le rapport de deux à un par le centre de gravité G du trian- 
gle. Il est facile de voir que si deux points û Û' sont tels que 

ÛG = 2Gû', 

(*) Voyez, Journal, p. 158. 
(*') Idem, p. 131. 
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le point Q jouit dans le triangle AiBtCi des mêmes pro- 
priétés que Q dans ABC. Or, si est le centre du cercle 

inscrit de ABC, on a : 

co'G = 2GO, 

{Journal, i88S, p. 93), donc a>' est le centre du cercle inscrit 

à a;b;c;. 

Nota. ^ M. L. Priace, élève au lycée de Grenoble a résolu la môme 
question, qui a été énoncée par M. £. Le moine {Assorialion française. 
La HocheUey 1881. Théorème XI; et Joum, de Math, Spéc. 1883, p. 51). 



QUESTION 187 

Solution par M. Guallëvu, maître auxiliaire au Lycée de Marseille. 



Etant donné un triangle ABC, on mène la médiane antiparal- 
léle Ax et on prend sur celte droite à partir de a dans le sens 

Aa un point A' à une distance de BC égale à - tj^ A. Par ce 

point on mène une parallèle à la tangente en k à la circonfé- 
rence ABC, cette parallèle coupe AB, AG en G', B'; les droites 
BB', CG' se coupent en Ai Soient B^, G^ les points anabgues de Ai 

4^ On a : A'G = A'G' - A^B ^ A'B'; 

^ La droite AA, est une hauteur du triangle AB'C' ; 

S^ Les circonférences ABG, B'B G'G sont orthogonales ; 

4® Lieu de Forlhocentre de AB'G' quand BG étant fixe, A par- 
court la circonférence ABG; 

5<» Les triangles ABG, AiB^Gi, sont égaux et les droites AÂ^, 
BBj, GGi se coupent au centre du cercle circonscrit à ABG. 

(E. Vigarié.) 

Il est facile de voir que le point A" est le point d'interbec- 
tion des tangentes menées en B et G à la circonférence ABG, 
et que B' G' est antiparallèle à BG, puisqu'elle est parallèle 
à la tangente en A. 

1® Les deux triangles GA^B', BA"G' sont isocèles et Ton a : 
A"G' = A^B', A^B = A"G', 

comme A''B = A"G, 

on a ; A'G = A"G' -= A''B =: A"W. 
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2® D'après ce qui précède, le cercle décrit de A" comme 
centre, avec B'C comme diamètre, passe par B et G; donc les 
angles B'BC, B'CC sont droits, par conséquent BB', GC sont 
deux hauteurs du triangle AB'G'et AAiCst la troisième hauteur. 

3® Les deux circonférences ABG, B'GBG' sont orthogonales 
puisque A"G est tangente à la circonférence ABG. 

4*> Les angles ABA^, AGA^ étant droits, le quadrilatère 
ABA^G est inscriptible et le point A^ est sur la circonférence 
ABG; donc, quaiid A décrira la circonférence ABG, le point A^ 
la décrira aussi. 

5® Les points A^^ B^, G^ sont diamétralement opposés aux 
points ABG. Les deux triangles ABG, J^^BiGi sont donc égaux 
et il suffit d'en faire tourner un de 180** autour dii ceutre 
pour les faire coïncider. 

Remarque. — On peut encore observer que si le point A 
décrit la circonférence ABG, les points B', G' décrivent la cir- 
conférence B'G BG' et que le cercle des neuf points (cercle 
d'Euler) du triangle AB'G' est un cercle fixe puisqu'il passe 
par trois points fixes A", B, G. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Louis Prince, élève au lycée 
de Grenoble; J. Ghapron; G. Bourdier, élève au lycée de Grenoble; 
Henri Martin, élève au lycée Condorcet; Ignacio B yens (Cadix). 

QUESTION 190 

Solution par M. G. Bourdier, au Lycée de Grenoble. 



Calculer le sinus de 333®. 

(École Polytechnique, examew oraux i885.) 

Remarquons d'abord que 333® ~ 36o® — 27®, par suite 

sin 333® = — sin 27®. Gherchons donc sin 27®. 

L'angle au centre du décagone régulier étoile vaut 108® 

3 X 36o® 
= ; or 27® est justement le quart de 108®. Le 

10 
problème revient donc à chercher la corde sous-tendant un arc 
moitié de celui du décagone étoile. Si a est une corde quelcon- 
que et si a; est la corde sous-tendant Tare moitié moindre, on a 

X = \/R(2R - V/4R' ~ a*). 
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Si nous faisons R = i, nous aurons 

a est ici le côté du décagone étoile, on a donc 

a = - 1/5 + i). 
2 

Remplaçons, nous aurons : 

. 4- v/^" + T /4 + v/5 — 




/ 



4 V 4 

Le sinus de 27® est la moitié de cette corde, nous avons 
donc 

sin 27^» = - (v/5 + v/5 - v/3 - \/5) ; 

par suite 

sin 333« -- - i (y^S + /I - v/3 - y/s) • 

Nota. — Â^utres solutions, par MM. Edmond Bordage, professeur au 
coUège de Nantua; Tabbé E. Gelin, professeur au collège Saint-Qulrin 
à Huy (Belgique); Ig&aoio Beyens (Cadix). 



3=z: 



NOTE SUR LA QUESTION 165 

)^ar Emile Vifarlé. 



Cette question, doot il a été donné deux solutions (y., 188S, 
p. 384; 1886, p. 163), peut se déduire facilement de la pro- 
position bien connue : 

Dans un plan, le lieu des points tels que la somme des carrés 
de leurs distances à un ensemble de n points A^ £,... situés dans 
un même plan et formant um figure quelconque, soit égale à un 
carré donné K* est une circonférence ayant pour cerUre le centre 
des moyennes distance^i des points considérés et pour rayon la lon- 
gueur : 

(OA* + OB* + OC^ + ....) 



n 
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Si les points A, B, G forment un polygone régulier, les 
quantités OA, OB. . . sont égales au rayon R du cercle cir- 
conscrit dont le centre se confond avec 0, et Ton a : 

P'= , ou K« = n(p' + R«). (1) 

Quand ABOD, A'B'C'D' sont deux circonférences concen- 
triques de rayons r, r' et ABC, A'B'C deux triangles équila- 
téraux iuscrits, la formule (1) donne : 

WK* H- Dll' H- FC* = 3 (r* H- F*j = Ï)Â7' H- SF' -H D(7'- 
On peut remplacer les triangles équilatéraux par des poly- 
gones réguliers d'un même nombre n de côtés : dans ce cas, 
les sommes considérées ci-dessus sont égales è : 



QUESTIONS PROPOSEES 



244. — La somme des trois rectangles que l'on peut con- 
struire, en prenant comme éléments les trois côtés d'un 
triangle quelconque est égale à la somme de trois autres 
rectangles ayant poui: base commune le demi-périmètre du 
triangle et successivement pour hauteurs les trois droites 
menées, par le centre du cercle inscrit, parallèlement aux 
trois côtés du triangle. (Reboul.) 

245. — Résoudre le système suivant : 

(Ignacio Beyens,) 

EiuiATUM. — C'est par inadvertance que la queslion 233 a été proposée. 
Elle l'avait été déjà sous'te n« 211. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DB FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20f PARIS. — 4456-7. 
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SIMPLIFICATION DU CALCUL ALGEBRIQUE 

Par M. il. Phillppof. 

(fin, voir p. 49). 



10. Formule du polynôme. — Problèmes : Trouver 
le développement : 

(ao + a^x 4- a^x* -f- . . . anX"'') — E^ = V. 

Rép. : En désignant par [p] le coefficient de x^je commence 
par chercher le développement de E* = (ar.x'^ -i- a^x^, . .)* oh 
a, p... sont des nombres entiers. 

On a (en employant les symboles) 

E*= V = Ao Al A,... 

Soit [N] le coefficient de a?** dans V (où N = A„). 

L'identité E* s: V donne en prenant la dérivée fcE*-*E' s: Y' 
et, par suite AET s EV, 
d'où 

1) S[a]Ap_«+i|p + 1 - a(A:-i- i)j =-- o; 
ou, en posant 

p + 1 := n, A, = [N], 

on aura : 

2) S[a][N - a]jn - a(À: -i- i)| = o. 

Si 

a = o, fî = I, Y = 2; [y] = ttQ, [i-i] = ai etc. 

on aura pour 

la formule 

3) (p-f-i)Ap iao=(t~p)Apa,+(2/c-p+i)Ap^in, 

-f- hoQp-i.kip H- i). 
En employant la notation ; 



• • • 



—3 



—K 



k{k-j){k-2)=k ; k{k'-i){k-'2){k-'3)=k ' etc. 
et en remarquant que Aq = Qq^ on aura successivement : 

Ao ^^ (1q 

Al = A:ao*"^ai 
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—2 



k 



2\ 



a^^-^Q\ 



kaQ^^-^a^ 



A, - 



-3 



3! 



«o*~W + ^ 



-2 



a^^-^a^a^ 



ka^^^a^ etc. 



Mais on connaît ks coefficients numériques (p(A;) d'après 
la théorie des permutations. On a à 'priori : 



(p -h q -h r -^- . . . ) = S 



a! 



ou 



/! ni\ n! . . . 
X — l -i- m -h n. . 



piqmf.n 



En posant a^" = ;;* d'où a\a^ + a^al =^ 12, 23, etc.) et en reje- 
tant les coefficients <p(/v) et les puissances de a^ connus à 

priœi, on peut représenter A3 par le symbole (i, 12, 3) (c'est 
un symbole d'un nouveau genre). On trouvera de la même 
manière : 

/o 3 2 2 \ 

Ag = [i, 12, 12, i3, 23, 14,5;. 
Cette écriture symbolique rend évidente la loi de formation 
des coefficients A. Pour obtenir A* il faut décomposer le nombre 
5 de toutes les manières possibles : 



5 n^ 



4 + I 

3-1-2 

3 4- I + I 
2 + 2+1 
2 + j + I + I 

I .+ I + I + I + I 



a 

Il faut écrire i pour i + t + i + i + i, 12 pour 2 \ 

+ I + I + I, etc., et on obtiendra 

/5 3 2 2 \ 

A6 = Vi, 12,, 12, i3, 23, 14, 5 ^ 

kl ... kl 



', k-Ôr,^ 



'aï + 



aJ-^a\a^ 



etc. 



(k^b)l5r' - • (fc-4)!3!"« 

Exemple ; Trouver (Oo + a,x + ajX*)^ — (0, i, 2)*. 
On trouve (en remarquant que O3 = a^ r= ag . . . — o) 

Ao = ol\ Al = 3o§ai ; A^ = Saga^ + 3i/oaf; A3 = (i, 12, 3J 
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= ( 1 1 2) = a\ -h ôa^a^a^; A^ = [12, 2) (parce qu'il faut 

rejeter i comme ayant 4 dimensions) ou A4 = Sa^^al + 3«Ja, ; 
AB=3aiO|; Aj = al. On peut vérifier ces formules par le 
procédé direct, en calculant («o Ot a»)'. 

Exemples. 1. Trouver (i + x -i- x*)*. 
On trouve : 



(i I 0* = I I l ) =: (l 2 3 2 l)« = 




I 2 3 2 I 

24642 r c 

o 1 7 -î = ^ 4 'o ^o 19 ï^ 10 4 I 
3oo63 ^„ ^ 
= I -i- 4CC + I ox* -f- 



x« •• 



24642 

I 2 3 2 I 

2. Trouver la somme de la série 

, . a b c a b 

o, (a b c) --=- + —■ + —+— + — 

X X^ X^ X* X* 

On pose G, l'a 6 c) = U j 

Uooo = U = tt6c, (a6c) 

3— 3 _ a 6 c 

UU- U.i 1 -a 6 c.U = ^-^ 

3 _ 

I I 
ax"^ -h bx -h c 
~ a;' -- I 

3. MuUiplier : 

I + 2v/x 4- 3v/x* 4- 5v/x»pa?* 7 + r/x 4- 2f/x*. 

Remarque. — On peut poser 

± 1 JL :m 

A -h Bx"* -h Gx^ + Daj"» + . . . = ABC ... . 
La lettre m s'appelle dénominateur du symbole irrationnel. 
Deux symboles ayant le même dénominateur se multiplient 
comme les symboles irrationnels. 

Rép, En multipliant 

:2 : 3 

12 3 5 par 7 i 2 
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OU 

:6 :6 

ioo20o3oo5 par 70102 
on obtient le résultat : 

701 14 2 2 21 4 3 35 6 5 o io^= 7 -4- \J'^' -^ H\A'' 

-h ... H- loy^*'. 
4. Trouver 



(a, b, e, d, ... x)*. 



On a 

a» 
206 6' 
2ac 2bc c' 
2ad 2bd 2cd d* 



= a^ -f- 2abx + 



2ac 



H- (26c + 2ad)x^ 



5. Trouver 



v/ga* - 36a»b -f- ôoa^b* - 48ab3 ^ ,5^*, 
On trouve 



31V9 



36 60 48 16 



6 
4 



6 6 I 36 



6124 



24 48 16 

24 48 16 



Résultat: 3a* - 6ab + 4b^ 

6. Décomposer en facteurs : 

4(x2 + xy H- y^y - 27(x«y f- y«x)« = U. 

On a 

U= 4(1 I i)^ - 27(0 I I o)« 

(^t I i)« = III 

III XlII=(l232 Ij(l I l) 

111 = I 3 6 7 6 3 I ; (i i)* = I 2 I. 
4 12 24 28 24 12 4 



U 



27 54 27 

■ I ^ — ■ '■ -^ - - 

=412 3 26 3124. 
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En extrayant la racine carrée et en la divisant par i T 
on obtient 

U = I T^2 5 '2\ 
Mais 

2 5 2 == 2 1 . I 2, 

donc 

V = (x — y)*(2x H- y)\x -+- 21/ j'. 

- 11. Conclusion. — L'espace me manque ici pour expo- 
ser les nombreuses applications de ma méthode, qui est d'une 
utilité incontestable non seulement parce qu'elle abrège des 
longs calculs, mais principalement à cause de la symétrie 
remarquable des formules auxquelles elle conduit. La théo- 
rie des formes cartésiennes, à peine effleurée dans cet article, 
esi étroitement liée à la théorie générale de ^élimination et à 
celle des déterminants. C'est en faisant l'élimination, d'après 
les méthodes de Bezout, d'Euler et de Cayley, que j'ai eu 
ridée des symboles cartésiens. La notation symbolique des 
polynômes ordonnés n'était inventée que postérieurement. 
Ainsi, comme il arrive souvent, le cas le plus simple 
m'échappait encore quand j'avais déjà exploré le cas relati- 
vement beaucoup plus difficile (*). 



NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. Raffalll» maître répéliteur au Lycée Saint-Louis. 



Je me propose de donner une démonstration élémentaire 
de ce théorème connu : 

La section méridenne de la surface gauche de révolution est 
une hyperbole. 

(*) Au commencement de 1885 j*ai communiqué ma méthode d'élimi- 
nation au moyen des formes cartésiennes dans une lettre adressée à 
rillustre mathématicien russe M. Bouniakofsky. 
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Il suffira de démontrer qu'on peut faire passer un cône de 
révolution par cette courbe. 

Soit le cercle de gorge situé dans le plan horizontal; 
X'OX la trace, sur ce plan, d'un méridien quelconque. Prenons 
sur la perpendiculaire menée par à OX, une longueur 

OB = R tang a, a 
étant l'angle con- 
stant des généra- 
trices et du plan 
horizontal. puis me- 
nons BG parallèle à 
OX. Je dis que le 
cône de révolution 
de sommet B, d'axe 
BG et dont le demi-angle au sommet est a, passe par la méri- 
dienne que détermine OX. 

Prenons on effet un point Q sur le cercle de gorge et soit 
M le point oîi la génératrice qui passe en Q perce le plan 
vertical OX. Soit P la projection^ horizontale de M située 
sur OX. La projection PQ de la génératrice est alors tan- 
gente au cercle de gorge. On aura 

MP^ = PQ* tg* a = (ÔP* - R«) tg« a, 
d'oii 

MP2 -H R« tg« a = OP^ tg'' a. (1) 

Menons PR perpendiculaire à BG et joignons MR; MR 
sera perpendiculaire è BG et nous aurons : 

MR^ = MP^ -i- PK^ = MP2 H- R* tg« a, 

BR^ tg* MBR = MP^ -h R« tg« a. (2) 



ou bien BR' tg* MBR = MP" -h R« tg« a. 

En rapprochant les égalités (1) et (2) on a donc 

BR* tg« MBR = ÔP^ tg« a 
et comme BR = OP on en déduit : 

tg MBR = tg a, 
ou, finalement, 

MBR = a. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 79 



VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LÀ RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de liongehamps* 

(seconde partie) 

(SMtte, voir p. 54). 



CHAPITRE II 

LA LARGEUR DE LA RIVIÈRE 

16. — Nous avons çxposé dans le chapitre précédent 
quelques applications de la fausse équerre et du cordeau; 
mais celles-ci sont beaucoup plus nombreuses qu'on ne 
serait peut-être tenté de le croire, au premier abord, et nous 
aurons occasion, dans la suite, de prouver ce fait par plus 
d'un exemple. Nous devons pourtant quitter ici le dévelop- 
pement de ces applications pour nous attacher à Texposition 
méthodique des solutions de quelques problèmes, plus parti- 
culièrement intéressants, de cette géométrie que nous nous 
proposons de développer dans la seconde partie de cet ou- 
vrage. Tels sont : le prolongement d'une droite au delà d'un 
obstacle, la distance d'un point donné à un point inacces- 
sible, ou, encore, celle de deux points inaccessibles, etc. Pour 
le moment, nous voulons nous occuper du problème qui a 
pour objet la détermination de la largeur d'une rivière. 

17. La largeur de la rivière (Première solution). —- 
Soient A, M deux droites parallèles représentant les bords 
du fleuve dont on veut mesurer la largeur. D'un point A, 
pris sur ha rive A oîi Ton se trouve placé, on vise avec la 
fausse équerre : 1® un point B que l'on aperçoit sur l'autre 
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rive A'; 2® un jalon planté, quelque part, sur A; Tinstrument 
relève ainsi Tangle BAD = 6. Ayant ensuite jalonné la droite 
AG que nous supposons élevée perpendiculairement à AB', 
au point A, on chemine sur AG jusqu'à ce que Ton ait 
trouvé un point I duquel les points A et B soient vus sous 
l'angle Ô ; soit AIB = 0. On Jalonne IB jusqu'à A, ce qui 

donne un certain point H ; BH repré- 
sente alors la largeur de la rivière. 
Pour mesurer BH, on observe que 
l'on a 

ÂI' = IH.IB = IH(IH4- HB. 

d'où l'on tire 

^-, (AI + IH)(AI - IH) 

Fig. 439. ^^ = jH 

On peut aussi, le calcul est même un peu plus simple, 
relever les longueurs AH, IH et calculer BH par la formule 

BH = — . 
IH 

Ces solutions sont très simples, mais elles s'appliquent 
surtout, et avec commodité, au cas où la largeur qu'il s'agit 
d'évaluer est assez grande ; ou, encore, à celui dans lequel se 
présentent certaines difficultés, comme celles que nous signa- 
lons plus loin. Dans la pratique, il en est rarement ainsi; la 
question qui nous occupe étant surtout un problème de ponton- 
niers. Il s'agit, peureux d'apprécier, rapidement, et pourtant 
avec une précision suffisante, la largeur d'une rivière sur 
laquelle ils doivent, en un point déterminé, jeter un pont; 
nous allons indiquer d'abord les solutions qu'ils emploient 
en pareil cas; nous entrerons ensuite dans l'examen circon- 
stancié de quelques cas particuliers, plus difficiles. 

A ce propos, revenant ici sur une idée précédemment 
exprimée, nous insisterons encore sur la nécessité de fournir 
des solutions variées pour les problèmes de la géométrie 
pratique et, surtout, des solutions bien appropriées aux con- 
ditions matérielles qui leur sont imposées. En définitive, le 
problème qui nous occupe en ce moment peut, thécyinqaemeiit^ 
être considéré comme identique à celui qui se propose de me- 
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surer la distance d'un point donné à un point inaccessible (♦), 
problème que nous traiterons avec les développements néces- 
saires dans un chapitre suivant. Mais, dans la pratique, quelle 
différence entre les procédés qui f euvent servir à mesurer 
la largeur d'un fleuve et ceux que Ton peut appliquer à 
l'évaluation des grandes distances telles que celles qui inté- 
ressent la portée des projectiles! C'est pourquoi il convient 
toujours, en géométrie pratique, d'examiner avec attention 
si les solutions indiquées conviennent bien, à tous les points 
de vue, au problème que l'on a voulu traiter, et si, pour nous 
résumer, les exigences pratiques inhérentes au tracé que l'on 
veut exécuter, ne sont pas en contradiction matérielle avec 
celles qui ressortent de la solution proposée. 

18. La largeur de la rivière (Solution des ponton^ 
niers) (**). — 1® On jalonne sur l'une des rives une ligne 



Fig. 140. 



BE sensiblement parallèle à cette rive et aussi rapprochée 
que possible du cours d'eau. 
Sur la rive opposée, on choisit un point A facile à recon- 



(•) C'est ainsi que le problème est envisagé ordinairement, notamment 
dans Bergery (loc. cit. p. 422i. Bergery applique, pour le résoudre, la 
propriété des diagonales du quadrilatère complet, lesquelles se parta- 
gent, comme l'on sait, harmoniquement. Mais cette solution, sur laquelle 
nous reviendrons, en traitant le problème de la distance d'un point à 
un point inaccessible, très acceptable pour les grandes distances, n'est 
pas assez simple quand il s^agit d^évaluer une distance aussi faible, 
relativement, que la largeur d'un fleuve. 

(*♦) Ces solutions sont empruntées h VAide-mémoire de Laisné à Tusage 
des officiers du génie (4* édition, 1861, p. 294 et 5« édition, 1884, chap. Y; 
Ponts militaires) et, aussi, à l'ouvrage intitulé Ecole de Ponts^ 1882, p. 59 ; 
elles nous ont été signalées par le capitaine Brocard. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1887. 4. 
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naître et à l'aide d'un triangle rectangle de cordes BGD, dout 
les côtés ont 3, 4 et 5 mètres, ou des équi-multiples de ces 
nombres, ou détermine le pied B de la perpendiculaire AB, 
abaissée du point A sur la ligne BP. On promène ensuite le 
triangle de cordes tout tendu sur cette ligne BF, jusqu'à ce 
que l'un des côtés de l'angle droit, celui de 4 mètres par 
exemple, se trouvant sur la ligne BC ou puisse voir le point A 
sur le prolongement de l'hypoténuse, ou côté de 5 mètres, 
La distance cherchée sera égale aux 3/4 de la longueur BE 
que l'on peut mesurer sur la rive, car 

AB=BExg = 5BE. 

2* Déterminer un alignement AB perpendiculaire à la 

rive BE. Prendre BE égal à 40 mè- 

, |\ très; EC égal à 10 mètres; mener CF 

""l^"^ perpendiculaire à BG jusqu'à sa ren- 

[ ' _ contre avec l'hypoténuse : 

- r ~ \ . .~~ AU = 4FO. 

11^ 3 3 h\1^ 3» Remarquez sur la rive opposée 

1 un point A; cherchez à l'œil, sur la 
I" rive où vous êtes, un autre point B, 
'^ ' perpendiculairement opposé au point 

A; mettez le côté d'un cordeau perpendiculaire dans la direc- 
tion de AB, prenez des points G et D sur les prolongements 
des côtés à angle droit du cordeau, et à 
des distances arbitraires du point B; 
élevez, au moyen du cordeau, la per- 
pendiculaire CE jusqu'au proloni;ement 
de AD; mesurez iJG, BD et CE, et 

,r. BC X DD „ 
vous aurez AB .=. ^ _ . En retran- 
chant ensuite, de cette valeur, la dia- 
... tance du point B à la crête de la rive, 

vous obtiendrez la largeur do la rivière. 
4" Si l'on n'a point de cordeau à perpendiculaire, on déter- 
mine comme ci-dessus les points A et B; on prend sur AB 
prolongé un point quelconque C; on choisit un point arbitraire 
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D hors de la direction AB; on marque le point E, milieu de 
CD; on cherche le point F, rencontre des alignements BD et 

AE, et on mesure BG, BF, DF ; or, on a FG : BF :: EG ou ^^ 



2 " 



k T» • -T»/-^ DF — BF 

AB, mais FG = , donc 



2 



AB = 



BC X BF 



L'opération 



A 




' I' ■;- 



DF - BF 
est d'autant plus exacte que la 
différence DF — BF est plus 
grande. 

5<* Enfin, le procédé suivant Fig. U3. 

ne donne aucun calcul à faire. Prenez de même, sur les rives, 
les points A et B perpendiculairement opposés; à la droite, 
par exemple, de B marquez 
un point quelconque C, à , . ' ; i ^r. 

partir du point B, et sur CD 
prolongé, rapportez la dis- 
tance BG, de B en D; mar- 
quez le point D ; prenez un 
point qnelconque E sur l'a- 
lignement des points A et G; 
et rapportez la distance EB 
sur la ligne EB prolongée '^" 

de B en F; cherchez le point G sur les directions de D et 
F et de B et A; mesuiez BG qui est égal à AB. 

Si Ton avait fait BD = -^ BG et BF = ~ BE, on aurait eu 




lO 



lO 



BG = — AB. 

10 

19. La Solution de Vauban. — Servois {loc. cit. 
p. 60) s'occupant du problème de la distance d'un point 
à un autre point inaccessible dit : « On connaît la méthode 
attribuée à Vauban : elle suppose la construction d'angles 
droits, ou au moins d'un angle égal à un autre et requiert 
lin chaînage assez long. » Mais il ne donne aucun rensei- 
gnement sur cette construction. 
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Le procédé que Vauban indiquait (*) pour mesurer la 
distance de Touverture de la tranchée au chemin couvert n'est 
autre chose que la solution exposée plus haut (§ 18; 2®). Nous 
croyons intéressant, ne serait-ce qu'au point de vue historique 
de rapporter ici, dans ses termes mêmes, la solution de Vau- 

(•) VaubaD, Traité de l'attaque des places. Je dois ce renseignement à 
Tobligeance de M. Louis Liège d'Iray, Ueutenant d'artiUerie. L'exem- 
plaire de Vauban que possède cet officier n'est pas daté; il a été im- 
primé chez Barrais et ifagimel, quai des Augustins^ à Paris. La question 
présente y est exposée au chapitre VI, lequel traite de Vouverture deUi 
tranchée j p. 50. 

D'après les renseignements que nous communique à ce propos 
M. d'iray, la première édition de l'ouvrage de Vauban, a dû être celle 
qu'a éditée Jombert, rue Dauphine, à Paris; Elle date de 1769. La biblio- 
thèque de l'Ecole de Saumur possède un exemplaire de l'ouvrage en 
question ayant pnur sous-titi'e : Nouvelle édition revue, rectifiée, augmentée 
de développements y de notes et de planches ; par F . P. Foissac^ chef de brigade 
an corps du génie do la République française; à Paris, chez Magimel libraire 
jxmr l'art militaire, et les sciences et les arts, qu^i des Augustins, près le 
Pont-Neuf; Van troisième de la République. 

Dans cette édition, la question est traitée au chapitre VI, p. 131; 
mais le texte de Vauban a, en grande partie, disparu; l'ouvrage a été 
profondément remanié, mis au goût du jour, et, comme nous l'écrit 
M. d'iray, c'est presque autant un ouvrage de Foissac, écrit sur le 
cadre du livre de Vauban, qu'une édition de Vauban. 

Aux renseignements qui précèdent, nous ajouterons encore les sui- 
vants qui nous ont été communiqués par M. Bertrand, capitaine du 
génie à la section technique du ministère de la guerre. 

Le manuscrit de Vauban sur l'attaque des places a été rédigé pour 
le duc de Bourgogne et présenté à ce Prince en 1704; la bibliothèque 
du ministère de la guerre possède cet ouvrage précieux revêtu de la 
signature de l'auteur. Des copies n'ont pas tardé à circuler dans toute 
l'Europe et une première édition parut à la Haye, imprimée par de 
Hondt, en 1737. 

La dernière édition est celle qui fut publiée en 1829 {Traité des sièges 
et de l'attaque des Places par le maréchal de Vauban; nouvelle édition 
entièrement conforme au munuscrit présenté par l'auteur au duc de 
Bourgogne; par M. Augoyat, chef de bataillon du Génie; Paris. Anselin 
successeur de Magimel). 

Nous devons ajouter que la solution de Vauban se trouve exposoe, 
antérieurement, dans l'ouvrage, intitulé : R. P. Cl. Fr. Millet Dechales, 
e Societate Jesu, Cursus seu mundus mathematicus universam Mathesin 
tribus tomis compleclens. — Lugduni M DG LXXIV. On trouve la solution, 
exposée depuis par Vauban, dan<« le volume en question, à la page 331 
du livre Ic"" et dans la partie intitulée Geometriœ practicœ. 

L'ouvrage en question a été cité par Ghasles (Aperçu historique; pp. 272 
et 433); il lui donne la date de 1690. — L'édition que nous avons eue 
sous les yeux est antérieure, comme l'on voit, à celle que Ghasles a 
consultée. 
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ban. Il convient toutefois d'observer, comme le fait Servois, et 
la remarque a son importance, qu'elle n'exige nullement 
l'emploi de l'équerre ordinaire.il suffit que les droites AB, CD 
(fig. 141) dontil est question soient parallèles; pour atteindre 
ce but, la fausse équerre suffit. Quant auc haînage nécessaire, 
contrairement à ce qu'en pense Servois, il est fort rapide ; si 
l'on observe qu'il se réduit au relevé de la longueur GF et 
que les piquets fixés sur BG ne sont pas déterminés par des 
chaînages, mais simplement par un cordeau, plus ou moins 
long, que l'on porte successivement de B en B', de B' en B", 
etc.; opération simple et rapide. 

Quoi qu'il en soit, voici la solution en question; elle 
s^applique également bien aux grandes et aux petites distan- 
ces. On observera seulement, dans le cas des grandes distan- 
ces, qu'il faut augmenter le nombre des piquets placés sur BG. 
On peut, par exemple ; placer dix piquets équidistants entre B 
et G ; E représentant le dixième piquet, il suffit alors de multi- 
plier GF par lo. 

« Soit (fig, 141) A l'angle du chemin couvert et B le lieu où 
Ton veut ouvrir la tranchée après avoir pris garde à se mettre 
en lieu où l'on puisse avoir l'espace nécessaire à l'opération, 
il n'y a qu'à former l'angle droit B et tirer la ligne BG (avec 
des piquets) de 60 ou 80 toises, plus ou moins. Vous cou- 
perez cette ligne en 3 ou 4 parties égales. Gela fait, sur son 
extrémité G, formez un autre angle droit BGD alterne au 
premier et tirez la lii;ne GD indéterminément, alignez l'un des 
piquets de la transversale BG, comme E, avec l'angle du 
chemin couvert A. Vous aurez deux points qui serviront à 
faire trouver dans leur alignement le point F sur la ligne 
GD. Mesurez ensuite GF avec une toise pour connaître sa 
longueur; ensuite, si GE est le tiers de BE, prenez trois 
fois la longueur GF, vous aurez la distance AB connue en 
toises. » 

(A suivre.) 



86 JOUHNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Bon tin, professeur aux Collège de Vire. 

{Suite, voir p. 42.) 



a" 



35, — Trouver le lieu des foyers des paraboles qui touchent 
deux droites rectangulaires OX, OY; la première en un point 
fixe A, la seconde en un point variable B. 

Cette question a été posée comme question de géométrie analytique 
à l'Ecole des Ponts et Chaussées (Cours préparatoires lb85). Elle est sus- 
ceptible d^une solution géométrique très simple et élémentaire. 

Le lieu est la circonférence du cercle décrit sur OA comme diamètre. 

On peut la généraliser en supposant que l'anglo des axes OX, OY 
est quelconque ; le lieu est alors Tare d'un segment décrit sur OA. et 
capable de Tangle des axes. 

36. — Si Ton considère un triangle quelconque ABC; son 
cercle circonscrit 0; A', B\ G' élant les milieux des arcs BC, 
AG, AB. 

1® Les droites AA', BB', GG' concourent en un même point I 

centre du cercle inscrit 
dans ABG, orthocentre 
de A'B'G'. 

2« Les triangles ABG, 

A'B'C donnent lieu, par 

cLl \^''C I \ y^ l^s intersections de leuï*s 

côtés, à un hexagone tel 
que les droites qui joi- 
gnent les sommets oppo- 
sés de cet hexagone sont 
respectivement parallèles aux côtés du triangle ABG, et se 
coupent au même point I. 

3® aa^, ppi, YYi» étant les sommets de cet hexagone, dans 
un certain ordre: Les triangles Aypi = lyPiî ^*ïi = ^^Yi*» 
Cpa^ = Iga^, sont isocèles. 
4° Les triangles B'pfi, A'axj, G yyj, A'B'G' sont semblables. 
5** Les triangles : laa^, IpB^, lyyi, ABG sont semblables. La 
somme des rapports de similitude des trois premiers au qua- 
trième est égal à l'unité. Il en résulte que la somme des rayons 
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des cercles inscrits ou circonscrits à ces trois triangles est 
égale à r ou R, etc. 

6** Si on mène les tangentes, au cercle 0, par les six points 
A, B, C, A', B', G'; ces six tangentes déterminent par leurs 
intersections un hexagone convexe circonscrit tel que les 
points de concours des côtés opposés sont sur une même 
ligne droite, polaire de I. 

1** D'après le théorème de Brianchon, les droites qui joignent 
]es sommets opposés de cet hexagone concourent en un 
même point. Ce point est le point I. 

8° Les tangentes au cercle 0, en A', B', C, déterminent 
par leurs intersections un triangle A'B'C semblable à ABC 

et circonscrit au cercle 0. Leur rapport de similitude est — ; 

r 

(ces lignes se rapportent à ABC). 

Q^ Les tangentes en A, B, G, au cercle en coupant les 
précédentes déterminent trois triangles vers A", B", G"; ces 
trois triangles sont semblables entre eux et à ABC ; la somme 
de leurs rapports de similitude à k^B'^G' est i . Il en résulte 
(comme dans o®) que la somme des rayons de leurs cercles 
inscrits est égale à R, etc. 

37. — Le réciproque du centre du cercle inscrit dans un tri- 
angle (Point de concours des anti-bissectrices de M. d'Ocagne, 
Jjurnal, année 1880, p. 188) est le point tel que la somme des 
racines carrées de ses distances aux trois côtés est maximum. 

38. — Construire géométriquement un triangle connaissant 
un angle et deux médianes. (Il y a deux cas à distinguer.) 

39. — Trouver un nombre de deux chiffres qui soit égal à 
a fois le produit de ses chiffres, a étant entier. 

Le problème n'est possible que pour les valeurs 

a:=2, a =3, a = 6, a=ii. 
Les nombres correspondants sont: 36, i5, 12, 11. 
L'équation U 

lox-by^cixy 

est d'ailleurs susceptible d'autres solutions; pour a= i, x= 11, i/=iî, 
pour a = 2, a; = I, y = 10. 
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QUESTION 145 

Solution par M. A. Boutin, professeur au Collège de Vire. 



Démontrer qu'une corde A normale à une parabole P est égale 
à quatre fois la portion de la tangente A' parallèle à A, cette por- 
tion étant comptée depuis le point de contact jusqu'au point de 
rencontre de A' avec la directrice. (G. L.) 

Soit M le point oîi A est normale, N le point de contact 
de A' et de P; menons MA tangente en M, MB, NG parallèles 
à Taxe; ND, parallèle à MA; enfin, tirons MN. 

La droite NG rencontre A au 
milieu de cette corde, car NG 
est le diamètre conjugué à la 
direction A. 11 suffit donc de 
prouver que MC=2NA. L'angle 
MAN étant droit, A, d'après un 
théorème bien connu, est un 
point de la directrice. D'ail- 
leurs MD=NA, la figure MAND 
étant un rectangle ; il suffît 
donc de prou verque le triangle 
MNG est isocèle. D'après un 
théorème connu, MN passe par 
le foyer. 
Soit MB le diamètre du point 
M; la normale A est bissectrice de TaLgleBMN; on a donc 




mais 
donc 



2 = 3- 



I ^ 3; 
Le théorème est donc établi. 
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QUESTION 159 

9olntion par M.A. Boutin, professeur au Collège de Vire. 



Construire un triangle connaissant Vangle A, la somme b -4- c 
des côtés qui comprennent cet angle et un point I du côté opposé» 

Nous rappelons que si une droite BG (*) se meut dans le plan 
d'un angle BAC de telle sorte que 

AB -4- AG = l, 
l étant une quantité constante : 1° BC enveloppe une para- 
bole P ; 2° cette parabole a pour axe la bissectrice de BAG 
et elle est tangente aux côtés AB, AG en des points H, H' 
tels que 

AH ^ AH' = /, 
3® la tangente au sommet est la droite KK', K et K' désignant 
les milieux des côtés AH et AH'. 

D'après cela, le foyer F de la parabole est déterminé par 
le cercle circonscrit au triangle AKK' et par la bissectrice 
de Tangle BAC. On est alors ramené à un problème connu ; 
ce problème admet, en général deux solutions ; celles-ci sont 
réelles lorsque le cercle décrit sur IF comme diamètre ren- 
contre KK' en des points réels. 



QUESTION 179 

Solation par M. Henri Martin. 



Sur une droite fixe OX, on porte trois longueurs OA', OB', OC 
proportionnelles aux carrés des côtés d'un triangle ; puis on forme 
les angles XAM', XB'N, XCT respectivement égaux aux angtès 
opposés dans le même triangle. 

Démontrer : 

(•) Le lecteur est prié de faire la ligure. 
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/® QiLe les trois droites A'M, B'N, CT se rencontrent en un 
même point T ; 

2® Que les longueurs AT, B'T, G'T sont proportionnelles aux 
rectangles bc^ ca, ab des côtés; 

3^ Que la perpendiculaire TQ abaissée sur OX est d'une Ion-- 

gueur proportionnelle au double de l'aire du triangle; 

a* + b' +c* 
4® Que OQ est proportionnelle à ; 



S^ Que OT est proportionnelle à v/a*b* + b*c« -h c«a« ; 
6^ Que V angle XOT = ô evf égal à Vangle de Brocard c'est- 
à-dire déterminé par la relation 

cotg 6 = cotg A + cotg B 4- cotg C. 

(Laîsant.) 

1** soit T le point où lès deux droites A'M, B'N se ren- 
contrent, joignons CT. Dans les triangles A'BT et G'BT, on a 
BT^ _ OB^ - OA^ BT __ OG - OV 

sin A siu (B — A) sin y sin {y — B) 

en désignant par y Tangle TCX ; 

on a donc 

(OB' - OA'jsin A (OC - OB')sia y 

sin (B — A)sini/ sin {y — B) 

En réduisant et en tenant compte de la relation 

OA^ _ Q^' _ QC' 
sin» A "" ?in«B ~ sin» C ' 
qui donne 

OB' - OA' OC - OB' 



sin» B — sin* A sin» G — sin» B 
on a 

OA' OB' OG' 



a» 6» c« 

et finalement en vertu de la proportionnalité de Tangle au 

sinus, 

_ sin A sin B(sin» A — sin» B) 

*'^"sin»Gsin(B--A)-sin»Bsin(B-Aj+sin»AcosB-sinAsin»BcosB 
_ sin A siu B (sin» A — sin» B) 

~" sin (A — B)[sin A cos B sin G H- sin» B — sin» G] 

sin A sin B sin G , ,^ 

sin A (cos B sin G + sin B cos G — sin G cos B) 
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Ce qui prouve que l'angle XC'T est égal à l'angle G, ou, 

en d'autres termes, que la droite G'P passe par le point T 

commun aux deux droites A'M, B'N. 

2« On a 

AT OB' - OA' 



d'où 



Mais 



sin B sin (B - A' 

AT = . ^]l ^ , (OB' - Ok') 

sm (B - A)^ ^ 

OA' 
OB' — OA' = -—(b^ - a*). 



De plus 
bt_a% ^ sin» B - sin» A _ sin (B -4- A) sin (B - A) _ sin(B- A) 

bc " sin B sin C sin B sin C sin B 

donc 

A. m OA' , 
AT = — - bc. 

On trouverait de même 

BT= ^ca. 
b^ 

GT = ^ ab. 

3* Dans le triangle rectangle ATQ, on a 

OA' OA' 

TQ = AT sin A = -^— bc sin A = -^.28 

4« On a 

OQ = OA' -4- A'Q = OA' + TQ cotg A. 

OA' 

= OA' H bc cos A 

a* 

OA' , 

= — r- (^' + oc cos A). 

Or, de la relation 

a» = 6" + c^ — 26c cos A, 
on tire 

6« + c* - a* 

bc cos A = 9 

2 

ce qui donne 

^^ OA' a" + 6* -t- c«) 

^ a* 2 
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5® On a, dans le triangle rectangle OTQ, 






OA' 



= -— \/(a^ + 6* + c'»)* + 2a«6« -t- 26»c« + 2a«c« — a* — 6* — c* 
a' 

OA' 



a* ^ 

6" Le triangle rectangle OTQ donne 

OQ = TQ cotg ô, 
ou 

. , OQ a» H- 6* + c« (o« + 6« + c«)R 

^^^^ ' =^ TQ = ÏS ^ ^c 

(6« + c« - a»)R (a« 4- a* - 6«)R (6» + a« - c«)R 

a6c abc abc 

Or 

(6* + c* - a«)R , ^ (c* + a^ - 6«)R 

cotff A = -i^ ; > cota- B = ; '— , 

ubc abc 

Donc 

cotg 6 = cotg A + cotg B -h cotg C. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Hoffbauer, collège de Soissons ; 
A. Ghapellier, lycée de Nancy; Ignacio Beyens, capitaine du génie à 
Cadix ; TabbéE. Gelin, professeurau collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique). 



QUESTION 180 

Solution par M. J. Chapron. 



Sur une droite fixe OX, on porte trois longueurs OA', OB', OC 
égales aux côtés d'un triangle ; puis on forme les angles XA M', 
XB'N, XGT respectivement égaux aux moitiés des angles opposés 
dans le même triangle. 

Démontrer : 

i^ Que les trois droites A'M, B'N, GT se rencontrent en un 
même point T; 

3® Que les longueurs A'T, BT, C'T sont égales aux distances 
des sommets du triangle au centre du cercle inscrit ; 
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3^ Que la perpendiculaire TQ abaissée' sur OX est égale au 
rayon du cercle inscrit ; 

4** Que OQ est égale au 
demi-périmètre ; 

5« Que XOT = 9 est dé- 
terminé par la relation 

A , B 

cotg <p = cotg — h cotg — 

+ cotg - • 

(Laisant.) 

l^ Les droites A'M, 
J3'N. CT coupent la perpeDdiculaire OY à OX en A", B", C, 
nous allons vérifier que (OA'B'C) = (OA'B'G'') ou que 




b — a c — a 



6tg--atg- ctg--atg^ 



(c - a) tg - c tg - - a tg - tg - - tg - 



B 







(6 - a) tg - 6 tg - - a tg - i 



2 ~ 2 ^2 2 






Remplaçons les côtés par sin A, sin B, sin C. 
sinC-smA *^^ ^ I ~ *^ 2 

I • ■ ' riz: ■ y 

sin B — sin A . B ^ A . B 

ig- tg^-tg- 



. G- A C + A ^ G 

2 sin cos tg — 

2 2^2 



sin 



G 



2 



. B - A B 

2 sm cos — 



A ^ B 

t^ — 

2 "" 2 



. A- B 

sin r- 



X 



B 
cos — 

2 

G 
cos — 

2 



Supprimons les facteurs communs : 

C + A .G 

cos sin - 

2 2 

— r- X =r — I. OU 



COS 



B 



. B 

sin — 
2 



. B .G 

sm — sin — 
2 2 

— T^ X ^= '• 



G 

sm — 
2 



. B 

sm — 
2 



^ lAîiii -tt ~^a.T-^ > !Ll3'. la. inçcnoiLaaIi3t àoA côtés 

iTlX iia:i5 ir=i îrLZ-r^ l'^ItlfÇiîîi leTTHiiî Jfi: *^'trn\^^ TA'. 



^ 



ri = 3 - i 



*L1 — 



- .^ AK 

^ turr*»- o*r% laas .e rriociLX.'i rgciai-^g ^^x. Al = — 



A 

3 A 





- àiz. ». — 


j — -i 


SI 


■» 


s — 

■» 


. B 

sin — 








. 3 


3 - 

1 


- A 




rir. B - 


A 


. B-A 


-A 

2 


rla 


3 - ^:- 


A 


B 


- A 


. B 

slh — 


A 

2 








sin C 




= I — 


. B^A 

5: a 


» 






?!:. li — sis 


A 


B-A 

-> 








si=.C 




sin- 


\- A 








2 CCS 


A 




I 






9ÎD C 


B-H 

2 sia 


A B-^ 

— cos 

2 


— sin (B -1 


-A). 




» 


TP — 


ATsin-: 
2 




ÎK 


AT A 

AI sin - * 

2 






done 

















TQ = IK. 
¥ OQ = OV ^ A'O = o -h TA' cos- 

2 

— a -T- AK — o -^ p — cî 3= p. 
^ ' OQ r 
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D'autre part, le triangle rectangle AIK donne 
, A AK p - fl 

COtff — = --r = " * 

^ 2 AI r 

de même 

B » — 6 .C p — c 

cotg — — ^ > cotg — — ; 

^2 r , ^2 r 

d'où 

A B G 3» — 20 p 

cotg ^ -h cotg - + cotg - = y- = - := COtg 9. 

Nota. — Ont résolu la môme question : MM. Henri Martin, lycée 
Condorcet ; A. Chapellier, lycée de Nancy ; Ignacio Beyens, capitaine du 
Génie à Cadix; L'abbé E. Gelin, au collège Saint-Quirin à Huy (Belgique). 



QUESTIONS PROPOSÉES 



246. — Soit AB un diamètre pris dans un cercle C. Un 
cercle tangent en A à AB coupe la tangente au cercle G, menée 
par le point B, en M et en M'. Les droites AM et AM' coupent 
le cercle G respectivement en P et en P'. La droite BP coupe 
AM' en Q, et la droite BP' coupe AM en Q'. Démontrer que la 
droite QQ' se confond avec le diamètre du cercle G qui est 
perpendiculaire à AB. (d'Ocagne.) 

247. — Dans le triangle rectangle ABC on mène la médiane 
AM et la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse : on désigne 
par r, r^, r^, p^, p, les rayons des cercles inscrits dans les 
triangles ABG, ABD, ADG, ABM, ACM et par h la hauteur 
AD et on propose de démontrer que Ton a : 

pi p2 r h^ p^ p2 "* (G. Russo,) 

248. — Un segment de droite variable se déplace entre 
deux axes fixes de telle façon que sa projection orthogo- 
nale sur Tun des deux axes reste constante. 1® Quel est le 
lieu du milieu de ce segment de droite? 2® Quel est Tenve- 
loppe de ce segment de droite? 

Réponse, — 1° Une droite, 2® une parabole facile à déter- 
miner ; on le voit aisément par la simple géométrie. 

(dVcagne.) 
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249. — Si N est un multiple de 3, on prend, dans la 
suite décroissanle, N — r, N — 2, .... 2.1, tous les nom- 
bres qui ne sont pas mult pies de 3, les deux, premiers avec 
le signe -h, les deux suivants avec le signe —, les deux 
suivants avec le signe +, etc et on fait la somme algé- 
brique. Démontrer que le résultat est égal h fit 

(d'Ocagne.) 



Note. — Le Directeur-Gérant du Journal, à propos d'articles non signés 
reçus récemment, avertit ses correspondants : 

10 Qu'il répond à toutes les lettres qui lui sont adressées et, sauf 
empêchement, dans le plus bref délai possible. 

2* Que les manuscrits qu'on lui soumet et qu'il no croit pas devoir 
insérer sont renvoyés aux auteurs, avec des annotations explicatives. 

30 Que le nom des auteurs ne figure pas dans les solutions, ou en 
tête des articles publiés, lorsqu'ils en témoignent le désir. 

11 est donc, dans tous les cas, de Tiotérêt des auteurs de signer les 
articles qu'ils lui adressent. 

Enfin, les réclamations ou les demandes ne concernant pas la rédac- 
tion, doivent être envoyés à M. Delagrave. 



Rectifications. — Page 2'>, ligne 8, en remontant: 
Au lieu de i 4' i i i lisez i 4' i i i- 

Page 28, ligne, 1^: 

Lisez 

(— 3 + a) -h (— 2 -h a) a; 4- (i — a -h rt*)a;^ 

au lieu de 

( - 2 + a)a; -4- (i — a + a^)x^ ; 

Même page, ligne 17 : 

Lvtex 4 4 4) ^^ ^^^^ ^ 4 4 4» 

et 

I I r 4 I , au lieu de i 1 i' 4 i . 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE GHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 7410-7. 
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NOTE SUR LES COUPLES 

Par M. Boar|par«l Paul, à Antibes. 



Dans les cours de Mécanique, la théorie des couples peut 
servir à établir la théorie générale de la réduction des forces 
appliquées à un corps solide invariable. De cette dernière 
théorie, on peut déduire, comme cas particulier, la théorie 
générale des forces parallèles. Mais alors, pour que cette 
déduction soit légitime, il faut que la théorie des couples 
ait été faite sans la considération des forces parallèles. 
Voici comment on peut démontrer, par la considération seule 
des forces concourantes, les propriétés fondamentales du 
couple. 

Remarquons tout d'abord que, le point d'application d'une 
force pouvant être placé en un point quelconque de sa direc- 
lion, nous pouvons supposer que la droite qui joint les 
points d'application des forces du couple, constitue le bras 
de levier du couple. 

Cela posé, nous démontrerons les propositions suivantes, 

I. — On ne change pas Vaction d'un couple en le faisant 
totirwer, dans son plan^ autour du milieu de son bras de levier. 

Soient en effet le couple PABQ (fig. i),Ole milieu de AB, 
et A'B' la droite obtenue en faisant 
tourner AB, d'un angle quelconque, 
autour du point 0. Joignons AA', BB'. 

Décomposons la force AP en deux 
autres : l'une AM dirigée suivant AB ; 
l'autre AR dirigée suivant A'A ; dé- 
composons la force BQ d'une manière ^iff- ^• 
analogue et appelons BN, BS, ses deux composantes. Il est 
évident que les deux forces AM, BN sont égales et direc- 
tement opposées et, par suite, se font équilibre. Si donc nous 
transportons en A' et B' les forces égales AR, BS, le couple 
proposé se trouve remplacé par le couple R'A'B'S'. La force 
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A'R' peut se décomposer en deux autres A.'M', AT', dirigées 
respectivement suivant A'B', et suivant la direction perpen- 
diculaire. De même B'S' se décompose en B'N' et B'Q'. Or 
les deux forces A'M', B'N' se font équilibres; de plus AT' 
= AP comme il résulte de Tégalité des doux triangles rec- 
tangles PAM, FA'R'. De même B'Q' = BQ. Donc le couple 
P'A'B'Q' n'est autre que le couple PABQ que l'on a fait tourner 
autour du point 0. 

II. — Un couple peut être remplacé par un autre j dont le bras 
de levier coïncide avec le sien, et ayant m^me sens et même moment 
que lui. 

Soit en effet le couple PABQ (fig. 2J, et le milien de AB. 
Menons par les points A et B deux droites parallèles AX et 

/^ BY. Décomposons la force AP 
X *-"^'l en deux autres, l'une AS dirigée 

" / / ^x ^'<' /^ suivant AB, l'autre AR dirigée 

r/y \ /r suivant AX; décomposons la 

^/ / force BQ d'une manière analogue 

Fig,^, et appelons BU, BT ses deux 

composantes. Les deux forces AS et BU se font équilibre 
et le couple proposé est remplacé par le couple RABT. Abais- 
sons OA'B' perpendiculaire sur AX et transportons en A' et 
B' les forces AR, BT. La proposition sera démontrée si nous 
prouvons que les deux couples PABQ, R'A'B'T' ont le mémo 
moment, car le bras de levier A'B' peut être appliqué sur AB 
en vertu de la proposition I. Or, on a 

moment PABQ = 2AP X AO. 
moment R'A'B'T' = 2A'R' X A'O. 
11 faut donc démontrer que: 

AP X AO = A'R' X A'O ou AP X AO = AR X A'O. 
C'est ce qui résulte de la similitude des triangles rec- 
tangles RAP, AA'O. 

III. — On peut transporter un couple, parallèlement à lui- 
méme^ dans son plan. 

Soit, eu effet, le couple PABQ (fig. S) et A'B' une droite 
égale et parallèle à AB. Joignons AA', BB'. Décomposons la 
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R^u'.fi-' 



^B 



/ 



.^•.-A^ 



^x- 






force AP en deux autres, Tune AM dirigée suivant AB, 
l'autre AR dirigée suivant AA' ; décomposons- la force BQ, 
d'une manière aua^.ogue, et appelons BN, BS ses deux compo- 
santes ; les deux forces 
AM, BN se font équilibre 
et les forces AR, BS peu- 
vent se transporter en A' 
et B' où elles se décompo- 
sent, respectivement, en 
deux autres suivant A'B' 
et la direction perpendicu- F\g, 3. 

laire. Soient A'M' et AT', les composantes de A'R' ; B'N' et 
B'Q' les composantes de B'S' ; A'M'*, et B'N' se font équilibre 
et ' comme Ton a évidemment : A'P' = AP = B'Q' = BQ, la 
proposition est démontrée. 

IV. — On peut transporter un couple^ parallèlement à lui- 
mêmey dans un plan parallèle à son plan. 

Soit en eHet le couple PABQ (fij. 4) situé dans le plan XY. 
Soit AjBi une droite de l'espace 
parallèle à AB, mais non égale 
à AB. Joignons AA^, BB^ qui 
se rencontrent en 0. Appli- 
quons, en chacun des points 
Aj, Bj, deux forces égales en 
grandeur à AP, directement 
opposées, et parallèles à AP. 
Soient P^, P/, Q^, Q/ les extré- x 
mités de ces forces. Déplaçons Fig. 4. 

le couple PAAiP^', dans son plan, et modifions-le de manière 
à lui donner OAi pour bras de levier. Les forces du couple 

AA 

ainsi formé auront pour grandeur AP x tz-t' > car le moment 

OAj 

du couple reste le même. Faisons subir au couple BQB^Q/ 

une transformation analogue ; les nouvelles forces seront 



o. 




égales à AP X t^- Or 



BBj . AAi BB^ 



Les deux nouveaux cou- 



OBi "" OAi OBi 
pies qui ont, respectivement, pour bras de levier OA^ et OB^ 



-» j'j 



^ ^ ■> 



J •> 



lOO JOURNAL I»K JUTHÉMATIQUKS ÉLÉJORTAIEES 

ont donc des forces égales. Dès lors, les deux forces appli- 
quées en se font équilibre et les autres forces appliquées 
en Al et B^ s'ajoutent aux forces A^P^ et B|Qi pour former 
un couple MA^BiN qui peut remplacer le couple proposé. 
Le moment de ce couple est égal à : 

A,B, X A,M = Aa(aP + ^P X^) = AA X APx ~ 

= AP X AB = mom. de PABQ. 
Dès lors, en modifiant convenablement ce nouveau coaple, 
dans son plan, nous arriverons à lui donner un bras de levier 
égal et parallèle à AB; et les forces qui le constitueront 
seront égales aux forces du couple proposé. La proposition 
se trouve ainsi démontrée. 

N.-B. — Cette dernière démonstration pourrait être modifiée 
en prenant le point à égale distance des deux points A, B. 
On choisirait alors le point avant de déterminer A^B^. 



VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M, es* de liongehamps* 

(seconde partie) 

(Suite, voir p. 79). 



20. La largeur de la rivière (Cas particuliers). — 
Les solutions que nous venons de reproduire supposent, 
toutes, la possibilité d'effectuer, sur la rive où Ton est placé, 
des tracés exigeant l'emploi d'une certaine étendue de ter* 
rain. Nous examinerons ici quelques cas particuliers, se 
rencontrant dans la pratique, et pour lesquels les solutions 
précédentes pourraient se trouver en défaut. 

1® Nous supposerons d'abord qu'on arrive en B, à la rivière 
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qu'il s'agit de traverser, par une route A, normale à sa 
direction, et bordée de ter- 
rains dans lesquels on ne 
peut pénétrer (groupes de 
maisons , marécages , coUi - 
nés, etc....). On yise le 
point A, opposé à B, et, après 
avoir jalonné la direction AB, 
on relëye, suivant BOA', avec 
la fausse équerre, Tangle 
BOA. La largeur est égale à 

BA'. Fi>. /45. 

^ Admettons maintenant que, dans les conditions^précé- 
dentés, la route A soit oblique à la direction de la rivière. 
Alors, on peut appliquer la 
solution que nous venons 
d'indiquer et, après avoir 
effectué le jalonnement OC, 
perpendiculaire à OA, et le 
jalonnement BC, perpendi- 
culaire à la direction de la 
rive, au point B, opposé au 
point A déjà visé, on a 

AB = — 

BG ¥ig, U6, 

3^ Imaginons enfin que Ton ne puisse opérer que sur une 
Jbande de terrain, assez étroite, 
située entre la rivière et un 
terrain U, inaccessible. Soient 
0, A deux points opposés; 
on vise A, d'un point P arbi- S 
tcairement choisi ; soient PQ a 
la perpendiculaire à AP, et 'm^//y/A^^^/M/^^^//m^^^ 



OQ la perpendiculaire abais- 
sée de sur PQ. ^^' **'^' 
Les triangles semblables AOP, OQP donnent 

OP 
OA=PQ.-. 
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En prenant le point P, suffisamment près de 0, on aura 
un triangle OQP aussi petit que Ton voudra et cette remarque 
permet de voir que la construction indiquée sera toujours 
réalisable, si étroite que soit la partie accessible du terrain. 
Pour rendre l'approximation obtenue aussi bonne que possi- 
ble, on doit choisir P de façon que Q soit à peu près sur la 
ligne de séparation de A et de U; en général, on doit éviter, 
autant du moins que les circonslances le permettent, de 
prendre sur le terraip une base de trop grande ou de trop 
petite dimension. Dans le premier cas, les mesures sont 
longues, et il y a perte de temps; dans Tautre cas, les erreurs 
commises sont relativement plus grandes, et les résultats 
obtenus n'ont pas une approximation suffisante. 

Remarque. — La traversée d'un fleuve se présente, à tous 
les points de vue, dans des conditions préférables lorsqu'elle 
peut s'effectuer devant une île. A ce propos, un problème 
se présente, que nous allons résoudre; c'est celui dans lequel 
on se propose de déterminer la largeur du bras qui est 
situé de l'autre côté de l'île. 
Ayant jalonné une droite A, perpendiculairement à la direc- 
D tiop de la rivière, et pas- 

sant par le point G, extré- 
mité de l'île ; d'un point 0, 
arbitrairement choisi sur 
la rivé accessible on vise : 
1<> l'extrémité G; 2Me 
point D qui, sur la rive 
opposée, est déterminé 
par l'observateur placé 
sur A et visant G. Avec 
la fausse équerre, on re- 
lève successivement les 
Fiù' ^^«. angles HOC, HOD que 

l'on reporte en HOC', HOD'. La droite G'D' représenle la 
largeur demandée. 

Si la rive de l'île qui est invisible est supposée sinueuse, 
la distance cherchée pourra être plus faible que CD ; mais, 
dans tous les cas, on est asôuré die pouvoir traverser le second 



~,';r/;77f/A 
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bras avec uu pont dont la longueur est, tout au plus, égale à 
CD; c'est un renseignement qui peut être utile et que Ton 
peut désirer connaître, avant de commencer le passage. 

21. — Examen du cas où les rives ne sont pas 
parallèles. — Soient A, A' les rives que nous ne supposons 
plus parallèles; il s'agit de jeter^ sur elles, un pont partant 
d'un point déterminé 0. 

On rencontre une première difficulté qui lient à ce que la 
direction du pont devant être perpendiculaire à A', pour des 
raisons évidentes; il faut, avant tout, déterminer la direction 
de A' par une droite tracée dans la partie accessible du ter- 
rain. Nous donnerons, dans un chapitre suivant, diverses 
solutions du problème qui se présente ici ; mais, sans renvoyer 
à ces solutions, *nous indiquerons, dès maintenant, celle qui 
nous parait la mieux appropriée au cas présent. 

Du point 0, visons sur A' deux points A. et B ; puis ayant 
relevé l'angle AOB 
marchons sur A jus- 
qu'à ce que nous trou- 
vions un poiLt 0' tel 
que AOB = AOB. Le 
quadrilatère AOB'B 
étant inscriptible, si 
Ton relève l'angle BOO' 
et si, par le point 0', 
on trace O'x tel que 
AO'o? = BO'O = BAO', 
la droite O'x est évi- 
demment parallèle à 
A'. Le pont jeté, du Fig. U9, 

point 0, sur A^, doit donc avoir la direction de la droite 0^, 
(^roite perpendiculaire à O'x. 

11 faut encore déterminer la longueur du pont. Le point P 
qui, sur A', représente l'extrémité du pont, peut être déter- 
miné par la ligne de visée zO ; il suffit d'observer un arbre, 
une pierre, ou le moindre objet, placé, sur A', dans le pro- 
longement de ^0. Il est donc possible de déterminer avec 
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l'équerre ordinaire le point Q, oh. P se projette sur &. L«8 
angles POB, OQB étant droit?, on a 
PO=ORx25. 
Cette relation permet de calculer PO. 

22. Le passage au confluent. — Imaginons que deux 
rivières R', R' viennent se réunir en G, pour former une troi- 
sième rivière R. On peut se proposer d'efTectuer le passage 
en coupant successivement les rivières R', R"; dans cette 
hypothèse, un problème que nons n'avons pas encore traité 

apparaît ici, et l'on 
peut demander d'é- 
valuer la largeur 
doE'. 

Ayant, d'un point 
de la rive de A, 
visé un point A de 
A' sur le prolongée- 
ment de OC, ou ja- 
lonne les droites HA', 
KB' perpendiculaires 
à A et passant res- 
pectivement par les 
points A et G. Avec 
la fausse équerre, on 
F'S- «"■ relève les angles 

AOH, BHO que l'on reporte en HOA', B'HO, comme l'indique 
la figure. Il est évident que le triangle A'B'C est égal au 
triangle ABC et que, par suite, la largeur de R' est égale à 
la distance de C à B'A'. 

23. Le cas de la rivière ou du fossé inaccessible. 

— Il peut arriver que l'on ne puisse, immédiatement du 
moins, approcher de la rivière; on veut pourtant, pour le moment 
favorable, préparer toutes les choses nécessaires au passage 
et, dans ce but, on désire connaître sa largeur. Dans d'autres 
cas, le problème se présentera sous une autre forme et l'on se 
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proposera de déterminer la largeur d'un fossé dont les bords 
sont visibles, mais inaccessibles. Pour fixer le langage, nous 
raisonnerons dans cette seconde hypothèse. 

Nous dirons d'abord comment on peut tracer une parallèle 
aux bords A, M du fossé considéré, 

Soit O le point d'observation (*); distinguons sur A deux 




Fig. 15^. 



Fig, 15f. 



points C, D ; et, sur A', deux autres points A, B, tels que les 
droites AG, BD passent par 0; il est évident que la parallèle 
inconnue est une droite PQ partagée par le point et par 
les droites BG, AD en deux parties égales. On peut jalonner 
les segments 8, S' des droites BG, AD qui sont situées dans la 
région accessible et résoudre alors le problème connu : mener, 
par 0, une droite partagée en deux parties égales par les 
segments 8, 5'. 

Pour résoudre ce problème ; par (fig. 162), on mène une 
droite arbitraire, et Ton prend OH' = HO; si, par H', on 
mène HT parallèle à 8^ en joignant PO, on a la transversale 
demandée. 

Cela posé, menons MNRS parallèlememt à OG et prenons 
RS = MN; nons avons OT = GA et en abaissant de T la 
pijl'peudiculaire TH sur PO, TH représente la largeur du fossé. 



(*) Pour ne pas donner à celte figure des dimensions trop grandes, 
les rapports des difiérentes lignes ne sont pas observés. Ainsi, dans 
la."préseDte figure, on doit supposer, pour avoir une image approchée 
de» choses réelles, que le point est beaucoup plus éloigné de a que 
ne le montre notre dessin. Cette observation s'applique à plusieurs 
autres figures de cet ouvrage. 
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Deuxième solution. — ; La solution précédente exige un 
certain eiTort pour la réalisation des jalonnements qu'elle 

nécessite; mais il faut observer que 
le problème que nous traitons ici est, 
relativement, difficile et il ne parait 
pas aisé de le résoudre sans une cer- 
taine compli<îation de lignes et de 
mesures. 

La solution que nous allons indiquer 
maintenant n'est pas d'ailleurs sensi- 
blement plus simple que la précédente, 
mais elle devrait être substituée à celle- 
ci dans le cas ou les droites BG, AD que 
nous avons considérées tout à l'heu- 
re, feraient entre elles un angle trop 
grand ; auquel cas il résulterait, pour 
PQ, une longueur trop considérable. 
Observons sur A' un point A, et, sur A, deux points B, G, 

Ayant tracé les droites 
I et 2, du moins dans 
la partie accessible, 
puis les parallèles" 3, 4, 
5, 6, 7 et 8; nous ob- 
tenons trois points A', 
B', G'; la largeur du 
fossé est égale à la dis- 
tance A'H' du point A' 
à la droite B'G'. 

24. Le pont obli- 
que. — La nature du 
terrain et la violence 
d u courant peuvent , 
dans certains cas, et 
bien que cette disposi- 
Fig, iS4. tion soit généralement 

défavorable, nécessiter la pose d'un pont oblique à la direc- 
tion du fleuve. Dans ce cas, après avoir fixé les points A 
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et B entre lesquels on veut jeter le pont, on peut deman- 
der de calculer la longueur de ^ 

ce pont, c'est-à-dire la distance - v^ 
AB. O^;^^ 



Ai 



r 7 



/ — T 



i _. /_ 4. _ _ _ 

Soit C la projection de B sur £-.^^j^~^^^^^5;^^^^^:^i^- 
A ; on jalonne AD perpendicu- 3?i^j^--=^à^ 
lairement à la direction AB et 




— »• — — 



^ on a . fiq. 155. 

AG 
AB = AD p^« (A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontin, professeur au Gollôge de Vire 

(SaUe^ voir p. 86.) 



40. — Si Ton considère les trois paraboles qui sont res- 
pectivement tangentes à deux des côtés d*un triangle, la corde 
des contacts étant le troisième côté ; les secondes intersections 
de ces paraboles deux à deux, ont lieu sur les médianes 
du triangle. 

41. — Construire géométriquement un triangle connais- 
sant Tangle A, les segments BD, 
CE du côté opposé, sachant que les 
angles BAD, CAE ont des valeurs 
données a, p. 

00' sont les .centres des cercles cir- 
conscrits à BAD, CAE; OM, O'M sont 
les perpe ndiculaires abaissées de 00' 
sur AD, AE. Dans le quadrilatère AOMO' on a: 

OAO^= 2A — (a + 13) 
d'ailleurs la connaissance de BD, a, CE, j3 entraîne celle de OA, O'A et 
des distances OF, O'K de 0, O' à BG. On peut donc construire le 
triangle AOO', on décrit les circonférences OA, O'A, les circonférences 
OF, O'K; on mène à ces dernières une tangente commune qu^on arrête 
aux points B et G, extrémités des cordes qu'elle détermine dans les 
premières. 

42. — On considère un triangle quelconque ABC, par les 




108 lOURNAL DE MATHtBCÂTiOtlËS ÉLÉMENTAm'ES 

milieux de ses côtés, on leur étfeve intérieurement des per- 
pendiculaires de longueur Ka, K6, Kc. On joint les extrémités 
A', B', C, de ces perpendiculaires: A! B' G' étant le triangle 
minimum ainsi obtenu, a', &', c'. S' ses côtés et sa surface 
démontrer: 
4® La valeur de K qui détermine le minimum A' B' G' est: 

K=^cotgÔ; 

2« i2S' = S(co4gM - 3); 

3« Tb^ + cT + "FC^ = m^ + ^W^ + Tx7* 

= S cotg Ô(i H- - cotg' ô); 

OA OB' OC' 
a b c 

S« 3 (a'» + y» + c») - S cotg 6(cotg» Ô - 3y = 12S' cotg Ô; 
6® L'angle de Brocard du triangle A' B' G', est le même 
que l'angle de Brocard 6 du triangle ABC; 
7® Les trois droites AA', BB', GG' sont concourantes ; 
8<* Les triangles ABG, A'B'G, ont même centre de gravité. 

1* Les perpendiculaires aux milieux des côtés de ABG se coupent 
en 0, centre du cercle circonscrit. On a, aisément, 

OA' = R(cos A— 2K sin A), et de môme OB', OC. 

Ensuite 

A'B'C = OA'B' + OA'C - OB'C, 
car on voit aisément que sera à Textérieur de A' B' C ; Taire de ce» 
trois triangles s'exprime aisément en fonction de OA', OB', OC et des 
angles ABG; on trouve alors pour l'expression de S' une fonction du 
deuxième degré en K, qui donne pour le minimum de S' la valeur 
indiquée de K. 

2* et 4« s'obtiennent en portant dans les expressions générales de S', 
OA', OB', OC, la valeur de K, trouvée. 

3% 50 s'obtiennent en calculant A'B', AA'^ a'» dans les triangles 
ABA', ABG'... les calculs sont très symétriques et mènent, assez rapi- 
dement, aux résultats. 

6* Résulte immédiatement de 5", car dans tout triangle 

a' -h 6» 4- c* = 4S cotg 0. 

7« Résulte d'un théorème général; la démonstration directe peut se 
faire, pour ce cas particulier, sans difficulté. 

(A suivre/} 
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BACCALAURÉAT ES SCIENCES COMPLET 



SESSION D'OGTOBRE-NOVEMBRE 1886 

PARIS 

Mathématiques, 

23 octobre. — Calculer la hauteur ht abaissée du sommet de Tangle 
droit, et les deux côtés de l'angle droit d*un triangle rectangle connais* 
sant : l'hypoténuse a et le rapport m de la somme des côtés de l'angle 
droit, h, la hauteur h. 

Tout nombre qui divise un produit de deux*facteurs et qui est pre-^ 
mier avec l'un d'eux divise l'autre. 

26 octobre. — On donne l'équation 

tg b cos a; — sin a sin a? = tg 6 cos a. 

SR il fi 

On propose d'en déduire tg -, en fonction de tg - tg-. 

2 2 2 

Réduction à deux, des forces qui agissent sur un corps solide. 

28 octobre. — Étant donnés un cercle et une tangente PP'; mener 
une corde AB, parallèle à la tangente, et telle que le périmètre du rec* 
tangle ABDE formé par la corde, la tangente PP\ et les perpendiculaires 
abaissées de ses extrémités sur Ja tangente, soit donné. 

Étant donné sin a, trouver sin - et cos -. 

2 2 

3 novembre. — Déterminer les coefficients p et 9 de manière que 

le maximum de ^ soit le nombre donné a, et que le minimum 

soit le nombre donné b. 
Inégalité des jours et des nuits. 

5 novembre. — Dans un triangle rectangle, on connaît les côtés de 
l'angle droit b et c. Déterminer, sur l'hypoténuse, un point tel que la 
somme des carres de ses distances aux deux côtés donnés soit égal à m^ 

Mouvement annuel apparent du soleil. 

8 novembre. — Étant donné un triangle rectangle ABC, déterminer 
sur l'hypoténuse un point m tel que les surfaces latérales des cônes 
engendrés par BM, tournant autour de AB, et par CM, tournant autour 
de AG, soient dans un rapport donné k. On donne AB = c, AG = 6 ; on 
demande de calculer BM = a; et de montrer que le problème a toujours 
une solution, et une seule. 

Centre de gravité d'un trapèze homogène. 

9 novembre. — Démontrer comment on mesure le volume d'un 
tronc de prisme triangulaire. 

Etablir la formule qui permet de calculer, dans un triangle ABC, la 

valeur de' tg — , en fonction des côtés abc. 
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POITIERS 

28 mars 1887. — Un triaDgle isocôle est inscrit dans une circonfé- 
rence de rayon R; quelle doit être sa hauteur pour que, tournant autour 
d'une parallèle à la base menée par le sommet, il engendre le TOlume le 
plus grand possible. 

— On veut extraire la racine carrée d'un nombre iî à un dix millième près, 
combien de cbiô'res décimaux suffît-il de prendre dans l'expression de t:- 
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Cours élémentaire de mathématiques. Compléments de trigonométrie et 
méthodes pour la résolution des problèmes par T. J. (Tours ; Alfred 
Marne et fils; Paris, Poussielgue frères; 1886}. — Ce livre fait partie 
d'une série, vraiment intéressante, d'ouvrages dont plusieurs ont été 
analysés déjà dans ce journal et dont l'ensemble constitue un cours 
complet de mathématiques élémentaires, en prenant le mot dans son 
sens le plus élevé. Les compléments, que nous signalons à nos lecteurs, 
se font tout particulièrement remarquer par l'abondance des matières 
qui y «sont développées; c'est, à notre connaissance, le recueil le plus 
riche qui ait été publié sur les exercices si variés de la trigonométrie. 
.Les Anglais eux-mêmes, qui excellent dans cette science, n'ont pas, 
croyons-nous, dans ce genre, de livre plus complet. L'auteur a eu la 
patience, et le mérite, de rechercher les questions de trigonométrie 
qui ont été posées, à diverses époques, aux examens des Ecoles et k 
ceux des Baccalauréats ; près de 1600 Problèmes ou Exercices se trou- 
vent ainsi, ou résolus, ou proposés. La multiplicité et la variété des 
sujets traités ne permet pas de faire une analyse quelconque de cet 
ouvrage, mais nous le recommandons avec confiance aux professeurs 
et aux élèves ; ils y trouveront une mine inépuisable de questions. 

L'auteur nous permettra de lui signaler deux ou trois points qui 
sont à retoucher. 1 ** La définition des séries convergentes n'a pas toute 
la rigueur désirable; ainsi : il ne suffit pas que, dans une série alternée, 
le dernier terme tende vers zéro, pour que cette série soit convergente ; 
il faut encore que les termes, au moins à partir d'un certain rang, 
aillent sans cesse en diminuant. 2* L'exercice 518, de la page 365, 
renferme une erreur assez grave. L'équation 

(1) p* = ab sin ca cos cd 

ne se décompose pas, comme il est dit, en deux équations 

p = a sin (ù, p =: 6 cos ta ; 

et le lieu qui correspond à l'équation (l) n'est pas, comme Pauteur Ta 
avancé, un système de deux cercles, mais bien une lemniscate de 
BirnouUi. 

Quoiqu'il en soit, quelques fautes d'inattention auxquelles il est si 
.difficile d'échapper, quand on écrit un volume aussi étendu, erreurs 
destinées d'ailleurs à disparaître dans une.nouvelle édition, n'ôtent rien 
au réel mérite d'an ouvrage qui rendra certainement de grands services 
à ceux qui le consulteront. G. L. 
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QUESTION 128 

Solution^ par A, Boutin, professeur au Collège de Vire. 



Si Véquation x* — px + q = o, admet deux racines entières 
et positives : 

/<* L expression : -^^ ^^^-i ^ représente un 

36 

entier j décomposable en une somme de q carrés; 

(S^(q "+" P H*" I )* 

. 2^ L'expression : -^-^ — ^ ^ représente un entier, déeomr 

posable en une somme de q cubes; 

3^ Le nombre q'(4q 4- 2p -h i) est décomposable en une somme 
algébrique de 4q carrés. (Laisant.) 

1® Soient x\ xf, les racines de Téquation proposée; A, Tex- 
pression considérée. On a, d'après des relations bien connues : 

_ ccV(a;V'+ ce' + x" + i)(4x'x'' 4- 2cc' + 2x'' + i) 

_ x'x'jx + i)(x' + i)(2a;' + i)(2a;'^ -+- i) 

a?'(a;' h- i)(2aî' -i- i) £c''(a;"' -4- i)(2.x'' + i) 

= 6 >< 6 

Sous cette forme, on reconnaît que chacun des deux fac- 
teurs de A représente la somme des carrés des x' et des x" 
premiers nombres entiers; chacun de ces facteurs étant 
entier, il en est de môme de leur produit. Le premier fac- 
teur est la somme de x' carrés, le second, la somme de a;" 
carrés; leur produit est donc une somme de x'x" ou q carrés. 
2^ Soit B Texpression considérée, 

x'^x^x'x" -h x' -h X + i)* 



B = 



i6 

i6 
-J ^ X 
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Sous cette forme, on reconnaît que chacun des facteurs de B 
eéria somme dès cubes : Tun, des x'; Tautre, des a;' premiers 
nombres entiers ; chacun de ces facteurs étant entiers, il en 
est de même de leur produit. Le premier facteur est une 
somme de x cubes^ le second de x' cubes; leur produit est 
donc une somme de x'x\ ou q cubes. 

3® Soit G Texpression considérée. 

G = 9*(4g -¥ 2p -¥ i) = {2x -4- i)x'*.{2x -+- Oa/*. 

Je vais montrer que x'\zzf + r) est une somme algébrique 
de 2af carrés. 

On a • 

, ^ . . 2!di2X -+- i)Upd -4- i) aj'(x' + \)i2X -H l) 
di\2ai 4- 1) s: — ^ T^ "" ^ "^ 6 ' 

c'estrà-dire la somme des carrés des ^ premiers nombres, 
moins deux fois la somme des carrés des x' premiers nom- 
bres; ou 

Çd\2(s! + l) = {2XY 4- (20?' - i)* +... (a' -4- \f 

- a;'» - (x' - i)«... - 2« - I». 
Chacun des deux facteurs de G est donc une somme algé- 
brique: le premier de 2a?', le second de 2ic" carrés; leur 
produit est donc une somme algébrique de 2x'.2a5' = /^i£ 
= 4^ carrés. 

Remarques. — !• On peut encore observer que texpression : 
q(4q -i- 2p + î) est une somme algébrique de 4q carrés. 

En effet, soit D l'expression en question, on a : 
1) = q{^q + 2p -+- i) = x'x"(^' -h \){2x" + i) 
= x'{2x' -t- î) X x\2x'* -f- i). 
Je vais prouver que a?' (20?' -f- i) est une somme algébrique 
de '205' carrés. On a 

„ , . X'(2ai -4- |)(25C' •+• 2 — 2X' -4-l)- 
X{2X H- 1)=: 5 

_X\2X' 4- I)[2(CC' + l) — (205' — l)] 

3 

__ 2x'{x' + i)(2a;' 4- i) a;'(4a;'« — i ) 
■" 3 3 

_^ x'jx' -H i)( 3.i' + i) a;'(4a;'« - i) 
_4. _ ^ 
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Mais, d'après des formules connues: — -^ - 

est la somme des carrés des x' premiers nombres; ' 

â 

est la somme des carrés des af premiers nombres impairs ; 

donc 

x\2x'-h i) = 4[x'»-4-(aî'- i)« 4- . . . -4- 1«] - [i*+ 3«-«- 5«-f . . .] 

= (2X')» - (2a/ - l)« -f- (23?^ - 2)« - . . . - 5* -h 2» - I*. 

Le second membre est donc une somme algébrique de 
20?' carrés. 

Les facteurs de D sont une somme algébrique : Tun de 2x' 
carrés, l'autre de 2x'' carrés ; leur produit est donc une 
somme algébrique de ^x'x" ou 49 carrés. 

2^ Le nonAre: E = q'(i6q 4- r2p + 9) est une somme algé- 



On a . E = œ'*(4af -h 3) x x''^(4x'' + 3). 
Il suffit de montrer que x'*(4x' + 3) est une somme algé- 
brique de 2x' cubes. Or 

x'^i^af + 3) s 8. ^'^^"^ '^' -+- a/^{2x'^ - 1). 

4 
On voit quea;'*(4a/ -h 3) est, d'après des formules connues, 

égal à la somme des cubes des x' premiers nombres pairs, 

diminuée de la somme des cubes des af premiers nombres 

impairs. 

On pourrait former d'autres expressions qui seraient des 

sommes algébriques de quatrième, cinquième puissances. 



QUESTION 131 

Solution par M. A. Boutin, professeur, au collège de Vire. 



Si ton désigne par m la somme des trois quantités, 

yz zx xy 

X y z 
la relation : 

4R« —, 4R'm -4- Rm» — 2xyz = ô, 

sera vérifiée dans un triangle, si : 
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1^ X, y, z représmlent les distances du point de concours des 
hauteurs aux trois côtés , et R & rayon du cerck' circonscrit. 

^ X, y, z représentent les distances du centre du cercle ins- 
vnt aux sommets y e^ R fe diamètre du cercle circonscrit. 

La relation précédente se décompose en facteurs, pour y = z. 

(Ëm. LemoiiNE.) 

l^.On a; • 

a; = 2R cos B cos G, . 

J/ =: 2R COS A COS G, 

js = 2R COS A COS B . 
' (Formules connues ou faciles à démontrer.) 

D'où m = 2R (cos* A -+- cos* B + cos* G). 

La relation à vérifier est alors 

4R» -- 8R». 2 cos* A + 4R» (5] cos? A)* 
— 1 6 R^ cos* A COS* B cos* G — o. 
Posons, pour abréger, 

COS A ços B COS G s P. 
Une formule connue donné 

S COS* A == I — 2P. 
Il faut donc vérifier que 

4 - 8(1 - 2P) 4- 4(1 - 2P*y* - 16P* s: o, 
ce qui est manifeste. 



2» On a 



)• 



x= T-> y= ^> 



d'où 



A' ^ ~ . B . G' 

sin — sin — sin — 

2 2 



o 



.G . B .A 

sm — sm — sin — 

222 



m = r 



.A.B .A. G .B.G 

sin — sm — sm — sm — sin — sin — 
22 22 22 

A A 

;• S sin* — r S sin* — 

2 2 



. A . B . G Q 

sin — sm — sm — 
2 • - - 2 2 



en posant, pour abréger, 

A B G 

Q s sin — sin — sin — 



? . ? ^ 



ou 
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Uue formule coonue donne, d'ailleurs^ 

>» = 2R X Q, 
eî. la relation à vérifier devieot : 

m = 2RS sin* — ) 

2 

d'où . 

4R» - 8R» S sin» ~ + 4R' fs sin* ^j _ 1- = o, 

4 - 8 S sîn« ^ -f. 4(2 8in« -V - 16Q» = o . 

A I 
Mais on a sin* — = - (i — cos A), 

22 

A 3 I 

d'oîi 23 sin^ - = S cos A. 

222 

Une formule connue donne encore 

S cos A = I 4- 4Q, 

d'oîi 23sin«- == i ~ 2Q. 

La formule à vérifier est donc 

I -. 2(1 - 2Q) + 1(1 - 2 Q)« - 4Q2 = o, 
identité manifeste. 

Si, dans la relation donnée, on remplace m par sa valeur 
en X, y, z. qu'on fasse y = z, que Ton chasse les déno- 
minateurs, on arrive à mettre l'expression sous la forme 

y*(2Ra; — i/»)(2R*a? — *4Ra?' — Ry" H- 2a;') = o, 
ce qui prouve la décomposition annoncée en facteurs. 



QUESTIONS 188 ET 197 

fiolnlion par M^ Louis Prince, élève au Lycée de Grenoble. 



Démontrer que le point réciproque de V orthocentre d'un trian- 
gle est point de Lemoine du triangle formé en menant par les 
sovfifnets des parallèles aux côtés opposés. 

(E. Vigarié et G. Boubals,^ 
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Soient K/ le point réciproque de Torthocentre H, Aa, Bp, 
Cy les hauteurs de ABC ; A^'B/C/ le triangle obtenu en 
menant par les sommets des parallèles aux côtés opposés. 
Si S« est la distance de E/ à B/Ci', on a : 

Sa _AK/ 

Âa Â.a' 

Le triangle Aa'G coupé par la transversale BK/p' donne • 

AK/ BC p'A _ BG.Cp 



ou 



AK/ 
Att' 



B*' f'C Cï.pA 
AK/ BC.C? 



r f 



doîi 



AK/ + K/a 
BG 



G».pA + BG.GB 






aC.ôA BC 

L 1 

aA.^G Aa 




Ainsi 



mais 

on a donc 



BG AC.AP + BC^ iAC.A|3-4- 2BG\ 

8a "" Aa.BG ~ 4S * 

BG* = AC^ 4- ÏB^ - 2AG.Ag, 

BC 

8. 



ou, enfîn, 



"a 
2a 



a 


a* + b* 


+ c» 


S. 


4S 






8S 





4(0* 4- 6' 4- C») 

C'est la relation qui déterminerait la position du point de 
Lemoine du triangle A/B/G/; donc K^' est bien le point 
de Lemoine de A/B/B^'. 
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^0T«. -^ On peut donner une solution simple - de cette 
question en a*appuyant sur le*lemme suivant (V. J&amal 
Elém.f 1885^ p. 265). Les droites joignant le milieu du cèté 
d'un triangle au milieu de la hauteur correspondante con*^ 
courent au point de Lemoine du triangle. 

La hauteur A/a' du triangle A/B^'G^' est coupée par BC : 
en son milieu en un point a conjugué isotomique de « et A 
est le milieu de B^'Gi'; donc, d'après le lemme précédent, K/ 
est le point de Lemoine du triangle A/B,^'Ci'. E. V. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. H. Martin, élève 
au lycée Gondorcet et G. Gralleau, maître auxiliaire au Ijcée de Mar- 
seille ; Ignacio Beyens (Gadix). 

EUe a été traitée par M. E. Lemoine d'abord en 1873 au congrès de 
Lyon, puis dans le Jotimat de Mathématiques 8péciale8[iS82,'p^, 5, 27, etc.). 



QUESTION 191 

ikilation par X... 



On considère un carré ABGD et une droite quelconque A dans 
z(m plan. Des points A, B, G, D on abaisse des perpendiculaires 
AMy BB', GG', DD' sur A. En désignant par ketC deux sommets 

opposés, démontrer que BF^ + SF^ — 2AA' x GG' est une 
quantité constante quelle que soit la position de A 

Déduire de cette remarque une application relative à Venveloppe 
des droites qui jouissent de la propriété que la somme des carrés 
des distances de Vune déciles à deux points fixes soit constante. 

(Ed. Bordage). 

L'énoncé étant ainsi rectifié (*) ; Soient 0, le côté du carré, 
et Al, Bj. Di, les points de rencontre de AA', BB', DD' avec 
une parallèle à A menée par le sommet G (**). On a 

a« = BBÎ + D5Î = (BB' - GG')* + (DD' - GG')« 
= BF^ -4- DD'' — 2GG'(BB' + DD' - CG') 
= BB'^ + DD'^ - 2GG'.AV ' c. q. f. d. 

(•) La relation donnée par l'énoncé était BB'" 4- DiF* — JAA'.BB'; 
une ûnite d'impression s'y était glissée. 

(^*) Le lecteur est prié de flaire la figure. 
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Donc l'enveloppe des droites telles que la somme BB'^ 

+ DD'^ soit constante et égale ^ 2k*, n'est autre chose que 
Tenveloppe des droites telles que AA'.GC = 2/v* — a*. On sait 
que cette enveloppe est une conique ayant les points A et G 

pour foyers, k pour demi^grand axe et ^2k* — a^ pour demi- 
petit axe. 

^ Solutions analogues par MM. Ghapron, G. Bourdier et Louis Prince, 
lycée de Grenoble; Henri Martin, lycée Gondorcet. 



QUESTION 192 

Solution par X. 



Un &ejment de droite AB contenu dans V angle droit (*) XOY 
est tel que la parallèle OZ menée par le point à la droite AB, 
est située dans Vangle XOY. Soient a, a^, a les projections ortho- 
gonales de A respectivement sur OX, OY, OZ; b, b^, p les projec- 
tions orthogonales de B sur les mêmes axes. Si Von désigne par S 
la surface de celui des trapèzes AabB, Aa^b^B qui est coupé par 
la droite OZ, par S' la surface de Vautre trapèze^ et par g la 
surface du rectangle AapB, démontrer que Von a ; S = S' -h <i. 

Soient A', B' les points d'intersection de Aa, B6 avec OZ 
en supposant que OZ traverse le trapèze Aa6B (**). 
On a 

S = AA'B'B 4- A'a6B' 
= (j -4-A'a6B' 

Faisons glisser le trapèze ka^bfi, parallèlement à OY, de 
manière que A, B coïncident avec A', B'. Soient ajb^ les nou- 
velles positions de axb^. 
On a 

A'a6B'= OB'6 - OA'a = OB'^^- OA'a,= MbX^'= k'a^h^B'=^ ; 
et la proposition est démontrée. 

Solution analogue, par \f. A. Boutin, professeur au collège de Viro. 



(*) Condition essentielle sous-entendue par renoncé. 
(**) Le lecteur est prié de. faire la figure. 
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QUESTION 195 



Par les sommets d*un triangle ABC on mène des parallèles aux 
côtés; et, par les sommets ^tBfi^ du triangle ainsi obtenu, on mène 
encore des parallèles aux côtés de ABC. Démontrer que si, par le 
point de concours des bissectrices du troisième triangle A^B^C,, 
on mène les parallèles aux côtés, ces droites déterminent, sur les 
côtés du triangle ABC, les points qui sont les sommets d^un 
hexagone circonseriptible à un cercle. (G. Boubals.) 

Cette question a été résolue par M. E. Lemoine (Journal 
de Mat A. spéciales), 1886, pp. 9-11). 

Le point par lequel on mène les parallèles aux côtés du 
triangle est le point de Nagel du triangle A^BjCi. Les asso- 
ciés de ce point donnent lieu à des propositions analogues à 
la proposée. E. Vigarié, 



QUESTION 196 

Solution par Giovanni Rosso, à gatanzaro (Italie). 



Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur plus 
petit multiple commun. 

On prouve aisément que deux nombres ont le même plus 
grand commun diviseur que leur somme et leur plus petit 
multiple commun. D*après cela, avec les données du problème, 
on peut calculer le plus grand commun diviseur des deux 
nombres que l'on cherche : alors, la question est ramenée à la 
suivante, laquelle est bien connue : Trouver deux nombres con- 
naissant leur somme et leur ^produit. 

Solutions analogues par MM. Blossel, conducteur des Ponts et Chaus- 
sées; Henri Martin, élève au lycée Condorcet; de Times; Gartucoli, 
professeur au collège de Sisteron. 

Nota. — Cette question avait été retirée parce qu'elle avait été proposée 
déjà dans ce Journal. On trouvera une solution plus détaillée (année 1877, 
p. 351). 
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QUESTIONS PROPOSEES 



250. -^ On considère un triangle OÂ^Bi et le cercle A^, de 
rayon R|, circonscrit à ce triangle. On mène, à A|, une tan- 
gente, anti-parallèle de Â^B^ dans le triangle OÂ^B^; cette 
droite rencontre les côtés 0A|, OB^ aux points Â„ B,. 

On obtient ainsi un triangle OAjB, et, à ce nouveau triangle, 
correspond un cercle circonscrit A„ de rayon R,. 

Opérant sur OA,Bj, comme il vient d'être fait avec OAiB^, et 
ainsi de suite, on obtient une série de cercles 

A|, A^, ... Ap, 

Démontrer : 1<* que les centres des cercles 

^1, ^«, . . . 
sont distribués sur une droite OZ, et que ceux des cercles 

A„ A4, . . . 
sont aussi sur une droite QTI ; 

2° que les rayons de trois cercles consécutifs A^^j, Ap_j, Ap 
vérifient la relation de récurrence 

Rp R|,_2 = 2R|«i, 
et déduire de là que 

Rp = 2" 2 X 



(p-l)(P-2 i RP-i 



Ri et Ra vérifiant d'ailleurs Fégalité 

R,A = 2Rf; 
dans laquelle h désigne la hauteur issue de 0, dans le triangle 
OAA. (G. L.) 

Rectifications. — 1* Les sujets de compositions indiqués, page 60, 
comme ayant été proposés à Bordeaux et à Poitiers au Baccalauréat spécial, 
ont été donnés au Baccalauréat es sciences complet; 

2* p. 96, ligne 6 : au lieu de n lisez N« 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGCHAMPS. 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANOLB 



SUR QUELQUES CERCLES REMARQUABLES 

(CERCLtS DB NEUBKRG KT BE m'CAY). 
Pftp M. émiki Vigarlé. 



I 
CERCLES DE NEUBER6 (*) 

1. Définition. — Étant donné un triangle ABC, si l*ou 
construit, sur Tun des côtés, des triangles ayant même angle 
de Brocard que le triangle ABC, le sommet libre décrit une 
circonférence. 

Les trois circonférences ainsi obtenues, que nous désigne- 
rons par Na, Nb, Ne sont appelés Cercles de Neuberg^ du nom 
du savant professeur de l'Université de Liège, qui, le pre- 
mier, a étudié ces cercles et les a signalés à l'attention des 
géomètres. 

Ces cercles remarquables jouissent de propriétés intéres- 
santes que nous allons faire connaître, en utilisant des notes 
que M. Neuberg a bien voulu mettre h notre disposition. 

2L Théorème 1. — Si sur le côté BC du triangle ABC 

{*) On peut consulter sur les cercles de Neuberg et de M'Cay les 
ouvrages suivants : 

J. Neuberg. — Maihesis, tome II 1882 pp. 94, 76, 157, 186. 

J. Gasey. — A Treatiseon Analytkal Geometry^ 1885 pp. 73, 107, 120, 248 
256, 258-259, 326; A Sequel to Euclid, 4-« édit., 1886 pp. 207-208, 213-214. 

M'Cay. — Transactions of the Royal Irish Academy^ vol. XVIII pp. 453- 
470. Le mémoire a pour titre : On three Cirdes rclaled to a triangle. 

Les Cercles de Neuberg et de M'Cay dont il est ici question ne sont pas 
des cas particuliers des Cercles de Tikker^ comme on pourrait le croire 
d'après ce que nous avons dit (J.-E. 1886 p. 227). 

Les cercles que nous avions alors en vue, bien que dûs à MM. Neu- 
berg et M'Cay, ont reçu d'autres noms : nous les étudierons d'ailleurs 
avec les Cercles de hermine et de Taylor dans un prochain article. 

JOUBNAL DB MATH. tLÉM. — 1887. 6 
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en ccmtruU les triangles 

BCAi, CA^, A,CB, CBAj, BA^C 
équiangles avec AJBG (^)9 fe« poifUs A, A^, A,, A,, A^, A, sont 
sur une même circonférence (*♦;. 

En effet, les points A et A,, A| et A^, A, et A, sont symé- 
triques par rapport à la per- 
pendiculaire élevée au milieu 
de BG, donc le trapèze AA, A^A ( 
est isocèle et par suite in- 
scriptible. Le quadrilatère 
A A, A, A ( est aussi inscriptible, 
- par conséquent la circonfé- 
rence AAjA^ passe par les 
points A^ et A,. On démon- 
trerait de même qu'elle passe 
par le point A,. 

Rejurque. — Il est facile 
de voir que le triangle kk^k^ 
est directement semblable et le 
triangle A^k^k^ inversement 
senAlable à ABC. 

Corollaire I. — Si sur une même base BG on conslt^U trois 
triangles isocèles PBG, PiBG, P^BG tels que les angles à la base 
comptés du même côté de BG et dans le même sens^ aient une 
somme égale à -k, les côtés s'entrecoupent en six points d*une 
même circonférence. 

Gette proposition ne diffère du théorème I que par la forme 
donnée à l'énoncé. 

Cox'Ollaire II. — Les puissances des points B etC par rappoiH 
au cercle AA^A, 6ont égales à BG^. 

(*) Lorsqu*il s'agira de triangles semblables ou de triangles homolo- 
giques, nous aurons soin de placer les sommets homologues dans le 
même ordre. Ainsi, pour le triangle BGA, comparé à ABC : B est l'homo- 
logue de A ; G, Thomologue de B ; et Ai, Thomologue de C 

(**) Ce théorème a été énoncé pour la première fois par M. J. Neu- 
berg (Mathésis, 1882, pp, 94, 157.) 
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En effet, de la similitude des triangles ABC, CBA4 on con- 
clut : 

BG^ = BA,.BA. 

3. Théorème II. — Étant donné deux cercles égaux (fi) et. 
(G) dont chacun passe par le centre de Vautre, si Fon décrit 
un troisième cercle Na coupant orthogonalement les premiers et 
que Von joigne un point quelconque A de N» aux centres BetG 
des premiers cercles, les sommets des triangles , semblables à ABC, 
et construits sur BG, appartiennent également au cercle N.. 

En effet, d'après le théorème I, les sommets de ces triangles 
se trouvent sur une circonférence passant par A et coupant 
orthogonalement les cercles décrits de B et G comme centres 
avec BG pour rayon. Or, il n'y a qu'une seule circonférence 
coupant à angle droit les cercles (B) et (G) et passant par A* 
Le théorème II est donc démontré. 

Le théorème II qui est le réciproque du théorème I peut 
se démontrer directement de la manière suivante : 

Soient A4 et Ag les points de rencontre du cercle Na avec 
AB et ÂG. L'égalité 

BG*^=BA,.BA 

qui résulte de ce que les. cercles (Na) et (B) sont orthogonaux 
entraine la similitude des triangles ABG, GBA^. 

Pour la même raison ABG est semblable à BA5G, les droites 
GA4, BAg rencontrent le cercle Na en deux points A^; A^ som- 
mets de triangles semblables à ABG. De même les droites 
BAg, GAi doivent rencontrer la circonférence Na en des points 
sommets de triangles semblables à ABG et comme il n'y a 
plus qu'un seul tri^angle de cette espèce, BAj, GA^ se rencon- 
trent sur le cercle Na. 

Corollaire. — Si un cercle Na coupe orthogonalement deux 
cercles (B) et (G) dont chacun passe pa) le centre de Vautre, on 
peut inscrire au cercle Na une infinité d'hexagones tels que les 
côtés passent alternativement par les centres des cercles (B) et (C); 

BEMAfiQUE. — Lorsque les points B et G sont donnés, le 
cercle N» est déterminé par son centre qu'on peut prendre 
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arbitrairement sur la perpendiculaire élevée au milieu deBC, 
le carré de son rayon est égal à 

Lorsque le cercle N» est donné, le point B est arbitraire et 
l'on obtient le point G en traçant le diamètre NaP dont la dis- 
tance à B est égale à la moitié de la tangente issue de B et en 
prenant le symétrique de B par rapport à ce diamètre. 

4. Théorème III. — Étant donné un triangle ABC, le 
cercle Na qui passe par A et dont les puissances par rapport 

àB et à C bont égales à BG^ jouit de la propriété que les triangles 
qui ontpourbaseBGel dont le sommet est sur la circonférence Na 
ont même angle de Brocard que ABG. (J. Neuberg, Mathésis, 
1882, pp. 94, 186). 

. En eftet les éléments qui fixent le cercle N^ par rapport à 
BG ne dépendent que du côlé BG et de Tangle w de Brocard. 
Soit Da le milieu de BG et posons NoDo = Sa, ANa = pa* 
On a par hypothèse : 



3j2 . ^ 2 



a' = NaB^ - Pa^ = ^i-i^ :^^ pi 

OU 

2 x2 3^2 

Po = Ôa • 

4 
On a aussi en désignant par ha la hauteur abaissée de A. 

sur BG et par x la distance de Da au pied de cette hauteur: 

d*ou, en égalant les deux valeurs de pa : 

B5 = (ha Ky + a<S 

4 
par suite : 

hl + x^ + -a^ ÂÏ)* + -o» 
8»=— 4 - 4 



2ha 2h. 



a 



ou, à cause de 6* -h c* = 2ADa 4- — : 

2 

6* + c« + a* fta + c» + a» a . 

4 fia Ob 2 



Annsis TCrTTjLnas I: 



Donc ce «~I* zsi L'^ztrz.Ltzr r::* îr e e: »* rt^:f If nrzr* 
lorsque le tr^iT.gî-e A3" *§.; rfZLzlir* t.î- 1 1^3. riiflrrzLq;-^ 
des tnansi^s i* î<fcSi;^ 31 *■' i^r^z-* I £r£l* îf- Frrcfri ». 



qui précède, I* rixiz: î::: ^?rr_* X^ sert 



» 



c 



w c- = -\ r::^-tî 



On Toit q;ae I-? nixin^n îr t» es: 5:" : r'rsî ce q:ii r^-I.e 
anssi de la si^5cÈ:f in î:i ^r£!e X^ : ^^ ©entre X. î j-o-r 
position limite le sc-:nzir: éi nitz^.T ézjzîltiércl co-s:r-jit 
sur BC. 

Corollaire I. — O- sii: .r::e le raTon du cercle de Bno- 

M. ■ 

card a pour exprtrssion 

R 

s = \ cou*» — 3 

2 col^ •• 

De là on conclTit 

a 
5. = s — cotsr « = 2- sin A f£r » . 

Ainsi: 

X«« rayoïu da ctrc^es de Xruberg X., N*, X, soni aux ciUés 
du fremier triangle de Brocird coRne i est à ig ». 

CSorollaire II. — Le rapport de similitude des triangles 
AAjAi, ABC est : 



-^ = sin A|/cotg*<rt — 3 

MX 

L'angle des côtés homologues de ces triangles est A4AA, ] 
il est donné par une formule assez compliquée. 

(A suivre,) 
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■■«^^wvsannivhw' 



ni»wq>vw^**>^v«Aa 



VARIÉTÉS 



^^■^^■^^^♦^ 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de liougchampst 

(seconde partie) 

(Suitej voir p. 100). 



CHAPITRE III 

LE PROBLÊME DE l'OBSTACLE 

Le problème qui va nous occuper dans ce chapitre est 

celui qui se propose de prolonger un 
alignement au-delà d*un obstacle ; 
nous avons déjà signalé, dans le cha- 
pitre premier, certaines solutions de 
ce problème que nous reprenons 
ici y pour le traiter plus à fond. 

25. La solution par l'équer* 

re. — La première solution que nous 
voulions indiquer, pour ce problème, 
suppose que Ton ait à sa disposition 
une équerre d'arpenteur, instrument 
qui permet de déterminer, rapide- 
ment, sur le terrain, des angles 
droits. D'ailleurs, pour le moment, 
nous nous accordons uniquement 
Fig, 466. Tuisage de cet instrument. Dans ces 

conditions, la solution ordinaire, exigeant l'emploi de la 
fausse équerre, devient illusoire; par ce qu'elle exige, en outre 
la chaîne, ou, tout au moins, le cordeau. 
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Soit U l'obstacle que doit franchir une ligne jalonnée A (*); 
si Ton effectue les jalonnements qu'indique la figure (♦*), le 
théorème relatif aux trois hauteurs d'un triangle prouve que 
les lignes 4 et 5 se coupent, au point M, sur le prolongement 
cherché A'. En répétant cette construction une seconde fois, 
on obtiendra un autre point de A' ; et celui-ci se trouve alors 
bien déterminé. 

En observant que le choix du point A pris sur A, celui 
de B, et la direction de BM sont absolument arbitraires on 
reconnaîtra que, dans la pratique, la solution précédente 
grâce au jeu laissé aux jalonnements que nous avons décrits, 
pourra, presque toujours, être réalisée commodément. 

26. — Remarque. La distance CM peut d'ailleurs se cal- 
culer facilement. 

Une propriété connue donne, en effet, 

AB.BM = CB.BH. 
Cette égalité permet d'évaluer BM, quand on a relevé, par 
un chaînage, les longueurs accessibles AB, CB et BH. 

27. Prolonger une droite AB dont les extrémités 
sont séparées par un obstacle. — Le théorème qui 
rient de nous servir dans la solution précédente peut être 
utilisé dans le problème que nous allons considérer main- 
tenant. Ce problème peut se définir ainsi : Deux poinis A 
et B sont situés de part et d'au Ire d un obstacle U qui rend 
J'un d'eux invisible pour l'observateur placé dans le voisi- 
nage de l'autre; on propose de jalonner les prolongements de 
la droite AB, de part et d'autre de l'obstacle. 

Prenons arbitrairement un point G, puis, avec l'équerre, 
effectuons les constructions (i, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8); la droite A 
ainsi obtenue représente Tun des prolongements demandés. 

(*) Il va, sans dire, que robstacle est supposé cacher la droite A, 
pour les observateurs placés sur le prolongement A'; autrement, la 
difficulté qui nous occupe n'existerait pas. 

(**) Nous rappelons qne les angles qui, sur les figures que nous 
employons, sont marqués d'un petit arc de cercle, sont des angles 
droits; nous avons déjà fait cette convention; elle nous permet une 
rédaction plus rapide. 



138 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



11 va, sans dire, que le point C sera choisi de façon à 

permettre le tracé 
des alignements 
dans les régions ac- 
accessibles du ter- 
rain sur lequel on 
opère; si Ton veut 
avoir l'autre prolon- 
gement, celui qui 
passe par A, on de- 
vra répéter, au point 
Fig. 457, ^9 l^s opérations 

correspondant aux lignes 6, 7 et 8, qui ont été jalonnées pour 

obtenir A. 

28. — Remarque. Si Ton rencontrait, dans le voisinage 
de B, un second obstacle V, on profiterait de la droite HD qui, 
dans la partie accessible, est parallèle à AB, pour effectuer 





H 




Fig. 458. 

le tracé de A, comme l'indique la figure 138. Nous examinons 
d'ailleurs, plus loin, et avec détails, le cas des deux obstacles. 

29. La solution par les alignements. — Nous allons 
supposer maintenant que l'on n'ait à sa disposition aucun 
instrument d'arpentage et nous nous proposons de résoudre 
le problème qui nous occupe par de simples alignements. Le 
nombre des solutions du problème ainsi posé est indéfini; 
les théorèmes relatifs à trois points en ligne droite (*) 



(*) Par exemple, celui que nous avons démontré dans la première 
partie (§§ 19 et 20). 
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théorèmes que la géométrie élémentaire procure avec abon- 
dance, fournissent autant de réponses à la difficulté en 
question. Le livre des Porîsmes, notamment, est plein de 
propositions susceptibles d'être appliquées au cas présent; 
mais il suffit de signaler cette mine, sans qu*il y ait intérêt à 
énumérer toutes les ressources qu'elle renferme et nous nous 
bornerons à signaler quelques solutions, plus particulièrement 
simples. 

La première qui se présente à l'esprit, solution donnée 
par Servois (*), par Bergery (**), et probablement par 
tous ceux qui ont écrit sur cette matière, est celle qui prend 
pour base la belle propriété des diagonales du quadrilatère 
complet. Voici d'ailleurs le détail des opérations qu'il faudra 
faire sur le terrain, quand on voudra l'appliquer. 

On choisit, entre les points A etB, arbitrairement, un point 
C, plus voisin de B que de A et d'autant plus voisin de A, 
que l'obstacle pro- 
posé a une plus 
petite étendue. On 
effectue alors les 
alignements (i, 2, 
3,4, 5, 6) indiqués 
par la figure. La 
droite NP va passer 
par le point G' con- 
jugué harmonique 
de G par rapport a 
au segment AB. En 

répétant une secon- Fig. 469, 

de^fois (***)la construction précédente, on obtient finalement 
deux droites telles que NP qui, par leur intersection, déter- 
minent un point du prolongement cherché A. Ainsi, on pourra, 
par de simples alignement», se procurer autant de points que 
l'on voudra du prolongement cherché. 

(♦) Loc. cit., p. 31. 

(♦*) Loc. cit., p. 107. 

(***)Dans ce second tracé il faut observer que les jalonnements i, 2, 
3 peuvent servir et qu'il suffît de modifier la position du point Q sur MG. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1837. 6, 
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Quant à la distance AC elle se calcule par la formule 



I 2 I 



AC AB AC 

une table des inverses des nombres entiers, table dont nous 
nous occuperons dans le chapitre suivant, permet de calculer 
très rapidement la longueur AC. Si Ton n'a pas à sa dispo- 
sition la table en question, on fera le calcul de AC au moyeu 
de la formule précédente. 

Deuxième Solution. — On peut obtenir le point G', dont il 
est question dans la solution précédente, par une seule opé- 
ration comme nous allons le montrer. Cette seconde solution 
n'est pas, somme toute, sensiblement plus simple que celle 
qui est indiquée ci-dessus, mais elle donne lieu à une cer- 
taine vérification, présentant un intérêt pratique. 

Considérons, comme tout à Theure, un quadrilatère com- 
plet dont les points donnés A et B sont deux sommets; puis 
joignons le point 0, point de concours des diagonales aux 
points A et B; nous obtenons ainsi quatre points I, H, K, L. 
Il est facile de reconnaître que les droites HK et IL con- 
courent au point C. 

En effet, la figure ABMOKH constitue un quadrilatère 




V 

Fig, 460. 



complet et la diagonale KH doit couper AB au point conju- 
gué harmonique de C; c'est-à-dire au point G'. Cette remarque 
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s'applique, bien entendu, à IL et Ton a de la sorte trois 
droites KH, NP, IL concourant en G'. De là, résulte, pour 
le point C, au point de vue pratique, une détermination 
plus sûre. 

On peut résumer les deux solutions précédentes en obser- 
vant qu'à un point Q pris sur MU correspond une droite NP 
passant par le conjugué G"; pour déterminer celui-ci, il faut 
prendre deux points tels que Q et Ton obtient deux droites 
telles que NP; c'est la première solution. Mais, si Ton choisit 
pour second point Q, le point lui-même, chose naturelle 
d'ailleurs, alors, on a la seconde solution. Gelle-ci n'est donc 
en définitive qu'une réalisation particulière de la première, 
accompagnée d'une remarque pouvant d'ailleurs s'appliquer 
à la construction obtenue en prenant sur MG, pour second 
point Q, un point quelconque. 

Troisième Solution. — Une solution un peu plus rapide, et 
bien distincte des précédentes, est colle qu'on obtient en 
appliquant le principe de la transformation homologique (*). 

La figure montre comment on a obtenu le point G sur le 
prolongement 
de AB, au mo- 
yen des deux 
triangles ho- 
mologiques 
twnp,mVp'. Les 
jalonnements 
peuvent être 
effectués dans 
l'ordre (i, 2, 
...8) indiqué; 
et, comme la 
direction des » 

alignements i, 2, 3, 4, la position de la droite 5, et même la 
direction de la droite 6, restent arbitraires, on voit qu'il y 

(*) On sait que le théorème en question est du à Desargues; voyez 
Œuvres de Desargues, réunies et analysées par Poudra; Paris, 1864, t. I, 
pp. 513, 430. On trouvera une analyse de Touvrage cité dans le tome III , 
série II, des Nouvelles Annales, 







- . : 
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aura moyen, dans la plupart des cas, même dans ceux qui 
ofFrent une certaine difficulté pratique, de disposer les ja- 
lonnements de façon à déterminer la position du point G. 

Le calcul de BG est moins simple que dans les solutions 
précédentes. Il faut avoir recours au théorème de Ménélaiis 
qui donne ici 

np.mK 

Il y aurait cinq droites à chaîner pour obtenir 'BG; cette 
formule paraîtra donc compliquée, du moins, comparée à 
celle que nous avons donnée dans la première solution. 

Nous voulons borner à ces trois procédés (qui n'en forment 
réellement que deux, comme nous Tavons fait remarquer) la 
solution du problème de l'obstacle, par des alignements. On 
observera certainement que ces procédés offrent, dans la pra- 
tique, une certaine complication qui tient au nombre assez 
grand des alignements qu'ils nécessitent. Mais la raisoa 
de cette complication est naturelle, et il paraît difficile d'ima- 
giner, sans autre instrument que le jalon, une solution plus 
simple que celles que nous avons fait connaître dans ce 
paragraphe. Il n'en est plus de même quand on s'accorde 
le droit de mener des parallèles, opération qui peut se faire, 
très rapidement, avec la fausse équerre ou avec l'équerre 
ordinaire. On peut alors, par l'emploi simultané des aligne- 
ments et de l'équerre, obtenir des solutions très simples du 
problème en question. Nous allons en indiquer quelques-unes. 

30. Les solutions par l'équerre et les alignements. 

— Les solutions que nous allons développer dans ce paragraphe 
se distinguent de celle que nous avons donnée plus haut 
(§ 25) en ce que l'on ne fait usage de l'équerre que pour mener 
des parallèles, et non pour élever des perpendiculaires. Il y a 
là, au point de vue pratique, une différence que l'on appré- 
ciera, sans que nous ayions besoin d'y insister. Il résulte, 
notamment des conditions dans lesquelles nous nous plaçons 
ici, que la fausse équerre, pour les solutions que nous avons 
en vue, est tout aussi bonne, pour ne pas dire meilleure, que 
l'équerre ordinaire ; car, bien que la fausse équerre puisse 
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servir, comme nous Tavons montré, au tracé des perpendi- 
culaires il faut reconnaître qu'elle n'arrive pas à ce tracé sans 
un certain effort et Ton doit considérer la fausse équerre 
comme étant, avant tout, l'instrument des parallèles. 

Première Solution. — Considérons un triangle ABC, et 
soit AD une droite quelconque issue de A et rencontrant BG 
enD; menons MN parallèlement à BG et joignons enfin BN 
qui coupe AD en P, 
puis MP; cette der- 
nière droite coupe BG 
en un point Q qui ^yC""/"^''^'^^ 





reste fixe quand MN 
se transporte parallè- 
lement à elle-mê- 
me (*). 

En donnant à MN 
deux positions arbitraires on obtient le point Q et Ton achève 
la construction en menant par Q une parallèle à MN. 

Il reste à indiquer comment on évalue BQ. 

De la relation 

BD^ = DQ.DG, 
on déduit 

BD^ = (BQ - BD)(BG - BD), 
ou 



BQ BD BG 

Gette formule permet, dans tous les ca8,decalculerBQ; mais 
si l'on possède la table des inverses, à laquelle nous avons 
déjà fait allusion, le résultat sera lu immédiatemeut sur 
cette table. 

(•) Gette propriété fait partie de trente-huit lemmes de Pappus sur les 
Porismes d'Euclide (Voyez: les trois livres des PorismeSj p. 89; proposi- 
tion VII). 

Elle &e démontre immédiatement en observant que l'on a 

MI BD , .MI DQ 

— = — , et aussi — = — . 
IN DG* IN BD 

Ges égalités donnent par comparaison 

BD' = DQ.DG 




'^::> 
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Seconde Solution. — Voici une seconde solution; elle exige, 
il est vrai, un emploi plus continu de la fausse équerre, mais 
elle présente l'avantage de donner un point G symétrique du 
point A, par rapport à B, ce qui, à Toccasion, peut être utile. 

Dans tous les cas, 
pour mesurer BC, 
on n'a" aucun chai- 
nage à faire puis- 
que BG -= AB. 

Ayant détermi- 
né, quelque part, 

les extrémités M, 
Fig, 463. TM ^» . 

N dun segment 

parallèle à AB on effectue les alignements (1, 2,... 7). Les 

droites 4 et 7 concourent en un point G situé sur AB et tel que 

BG = AB. 

En effet le trapèze MNAB donne (§ 14) 

I I I 

ÎK7 MÏÏ"^ÂB* 
De môme, dans le trapèze MNBG, nous avons 

î _^ I I 

ÏK "MN'^'BG* 

Ges égalités prouvent que MK coupe AB au point G, symé- 
trique de A par rapport à B. 

Gette remarque, appliquée aux droites 4 et 7, établit l'exac- 
titude de la construction précédente. 

Nous bornerons là les solutions que nous voulons indiquer 
pour résoudre le problème qui vient de nous occuper ; mais, 
en terminant ce chapitre, nous allons encore examiner 
quelques cas particuliers intéressants, auxquels les solutions 
précédentes ne sauraient convenir. 

(A suivre,) 
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EXERCICES DIVERS 

Par M. Bontln, professeur au Collège de Vire 

(Suite f voir p. 107.) 



43. — Si sur les côtés d'un triangle quelconque on élève 
en leurs milieux soit intérieurement, soit extérieurement 
des perpendiculaires sur lesquelles on porte des longueurs 
proportionnelles à ces côtés, A', B', G' désignant Textrémité 
de ces droites; les triangles ABC, A'B'C ont même centre 
de gravité. 

Il est aisé de vérifier ce théorème en prenant la moyenne arithmé- 
tique des distances des points A', B', G' aux côtés du triangle. 

Cet énoncé comprend donc le cas de la figure de Texercicc 42 ; le 
cas du triangle de Brocard; le triangle qui a pour sommet les centres 
des carrés construits sur les côtés d'un triangle donné; les sommets des 
triangles équilatéraux construits sur les mêmes côtés... - 

44. — La figure étant commencée comme dans les deux 
exercices précédents ; démontrer : 

i^ Qu'il existe toujours deux valeurs de k pour lesquelles 

les droites AA% BB', GC sont parallèles; elles sont fournies 

par réquation : 

4&» — 4k cotg 6 + 3 = 0, 

ô désignant l'angle de Brocard du triangle ABC. 

OA' + OA" OB' + 08" , OC + OC" ^ „ 

1 r H = 2 cote ô ; 

abc 

3» S' + S' = 2S(cotg» - 2) ; 

4- S'S' = S'(4 - cotg» 9) ; 

8» TB* + A'B* + C'A* + C'A'' + B'C* + B'G* 

= 4S cotg» 6 (cotg" Ô - i); 
6" AT* + ÂÂ'* + FF* = o»(cotg» 6 - 3) ; 
donc les droites AA', AA' sont rectangulaires. 
7» A'A'» + B'B"» + C'G"' = 4S cotg6(cotg» 6-3); 
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8« a'* 4- V^ + c» -h a"« + V^ + c^ = 4S cotg 6(3 cotg« - 7) ; 

9« Les triangles ABC, A'B'C, A"B''G' ont même centre de 
gravité. 

6 désigne le centre du cercle circonscrit à ABC; S, S', S", 
a, 6, c, a\ h\ c, a", 6", c'sont la surface et les côtés des triangles 
ABC, A'B'C, A3'G'. 

1» On écrit que deux des droites A A', BB', CC font un môme angle 
avec le côté BG par exemple; on trouve l'équation (1). 
On a 

S' = OA'B' + OA'C + OB'C. 
3" et 4» On évalue aisément l'aire de ces triangles. D'ailleurs d'une 
manière générale 

4S' = S(i2K2 — 4KcotgO+il. 
5«, 6% ?• Des triangles reclangles donnent les longueurs qui rentrent 
dans ces formules. 
8* On trouve d*une manière générale 

a'2 + 6'' + c'3 = i2K'ScotgO — i2KS + ScotgO, 
en partant de 

a'2 = OB'^ + OG2+20B'.OG'cosA. 
9* Il suflît de prendre la moyenne des dislances à un côté quelconque 

45. — Sommer la suite : 
S=cosacoséc3a+cos3acoséc9a+ +cos3"acosée3'*+*a. 

On part de Tidentité facile à vérifier : 

2 cos a coséc 3a :z cotg a — cotg 3a. 

46. — Sommer la suite : 

S = sin -r sec a + sin - sec - + 4- sin ■— sec - — - * 

3 9 3 3** 3"-* 

cas ou w = 00 . 
On part de Tidentilé: 



On trouve : 



a a 

2 sin - sécastga— tg- 



S=i(tga-tg|;). 



et, à la limite, pour n = 00 , S = - tg a. 



47. — Si, dans un triangle, les tangentes des angles sont en 
progression arithmétique, il en est de même des sinus des 
angles doubles. 
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Si Ton a 

2tgB = tjçA + tgC. 

Il en résulte : 

2 sin B cos A cos C = sîn G cos A cos B + sin A cos B cos G 
2 sin B[cos ( A — C) — cos B] = sin G[cos ( A — B) — cos CJ . 
+ sin A[cos (B — C) — cos A] . 
Dans l'hypothèse faite : 

2 sin B cos ( A — C) = sin G cos (A— B) -h sin A cos (B — C) 
il reste donc : 

2 sin 2B = sin 2 A + sin 2G. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Messet, professeur à Cauderan^ 

près Bordeaux . 

... Il me semble que la question 180 dont vous publiez 
ane solution dans le Journal de Mathématiques Élémentaires, 
avril 1887, p. 92, peut être résolue plus simplement de la 
manière suivante (*) : 

Soient' ABC le triangle proposé, T le centre du cercle ins- 
crit. I le point de contact de ce cercle avec AC. Prenons TB' 
symétrique de TB par rapport à AT, TA' symétrique de TA 
par rapport à TI. 

Les droites TA', TB", TC/ font respectivement avec XA les 

ABC 
angles—» — > — ; TI est le rayon du cercle inscrit. 

«2 2 3 

Si l'on prend, dans la direction opposée au point I, A'O = a ; 
on a 10 = p, B'O = 6, C'O = c'. 

Les quatre premières parties de la question sont donc éta- 
blies et Ton trouve facilement la valeur de l'angle XOT par 
le procédé employé par M. Ghapron. 

(^) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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QUESTIONS ÉCRITES 

POSÉES DANS DIVERS EXAMENS EN 1886 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEDNES FILLES 

(concours d'agrégation. — ORDRE DES SCIENCES) 

Mathématiques. 

9 juillet 1886. — Résolulion de l'équation du second degré; dis- 
cussion relative à la réalité et au signe des racines. 

— Déterminer les trois côtés d'un triangle ABC, rectangle en A, con- 
naissant le périmètre 2p et sachant que la surface totale du cône qu'en- 
gendre ce triangle en tournant autour du côté AB est équivalente à celle 
du cercle qui a BG pour rayon. 

Application numérique. On suppose le demi-périmètre p égal à i mètre; 
calculer, à i centimètre près, la longueur de Thypoténuse. 



ÉCOLE NORMALE DE SÈVRES 

(SECTION DES SCIENCES) 

Arithmétique et Géométrie. 

— Résoudre Téquation 

x^ — io6 a? + 2448 = 0. 

— Démontrer la formule qui donne la somme des termes d'une pro- 
gression géométrique. Cas 011 la progression est décroissante et où le 
nombre des termes augmente indéfiniment. 

— Démontrer que le côté du décagone régulier inscrit dans une cir- 
conférence est égal au plus grand segment du rayon partagé en moyenne 
et extrême raison. 

— Etant donné un triangle rectangle, construire une circonférence 
tangente à Thypothénuse, passant par le sommet de Tangle droit et 
ayant son centre sur Tun des côtés. Calculer le rayon de cette circon- 
férence en supposant connus les deux côtés de Tangle droit. 



ENSEIGNEMENT SECONDAIRE DES JEUNES FILLBS 

(certificat d'aptitude — SECTION DES SCIENCES) 

Mathématiques. 

9 Juillet 1886. — Définition de la parabole. Tracé de la courbe par 
points et d'un mouvement continu. Propriétés de la tangente. 

Quelles, valeurs faut-il donner à la constante m pour que le trinôme 

(m— 2]a?* -+- 2(21» — 3)0? + 5 m— 6 
reste positif quel que soit a? ? (*) 



>"r 
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ÉCOLE DES HAUTES ÉTUDES COMMERCIALES 

Mathématiqiies. 

— R^udre par rarithmétique le problème suivant : 

Deux robinets A et B sont ajustés à un réservoir, on ouvre A et on 
laisse couler le 1/4 du liquide, puis on ouvre B et le réservoir achève 
de se vider par les deux robinets en i heure 1/4. 

Si on avait d'abord laissé couler B pendant une 1/2 heure et ensuite 
ouvert le robinet A, le réservoir aurait achevé de s'épuiser en i heure 1/7 
par les deux robinets. 

Quel temps faudra-t-il à chaque robinet coulant seul pour mettre le 
réservoir à sec ? 

— Equation à résoudre : 

a;3 — 6a? — 9 = 2 ^x^ — 6a; + 1 5 



ÉCOLES NORMALES D'INSTITUTEURS 
(certificat d'aptitude au professorat en J886) 

Composition de mathématiques. 

— Dans un triangle ABC, on^mène les bissectrices des angles que 
forment entre elles les deux droites AB et AG. Ces droites rencontrent 
la droite AG en deux points D et D'. Quelle est la propriété la plus 
imporiante dont jouissent les deux points D et D'? 

Pcut'On citer une conséquence remarquable de cette propriété? 

— calculer à rr— r près le quotient a? =—=• 

1000 ^2 

— Étant donnée une demi-circonférence AOB, on propose de trouver 
sur le diamètre AB un point P tel que si par le point P on élève une 
perpendiculaire sur le diamètre AB, qui rencontre la circonférence en 
N, et ensuite que, par le point N, on mène une parallèle à AB, coupant 
la circonférence en M, ou ait : 

2ÂM*+PM* = A;S 
h"^ étant une quantité donnée 



BREVET SCIENTIFIQUE 

Nancy 1886. — On sait que, dans un triangle rectiligne, Tangle B 
est double dePangle A. Quelle relation en résulte-t-il entre les côtés? 
— Etant donnés deux côtés quelconques de ce triangle, calculer le troi. 
sième. — Discuter les différents cas. 

{*) Gette seconde question a été indiquée déjà (p. 47). Voyez aussi, & 
la page citée, les énoncés concernant le certificat d'aptitude à rensei-^ 
gnement spécial et le concours pour Técole de Gluny en 1886; 
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BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

SESSION DE NOVEMBRE 1886 (*). 



ALGER 



— On donne un triangle ABC. Une droite DE parallèle au côté BG, et 
située dans Tintérieur du triangle, partage sa surface de telle manière 
que la surface DEBG est moyenne proportionnelle entre la surface du 
triangle ABC et celle du triangle ADE. On demande : !• de calculer DE 
en fonction de BG ; 2» d'exprimer, en fonction de la hauteur A.F et de BG, 
le volume engendré par la surface DEBG tournant autour de BG. 

— Expliquer comment Ton mesure la hauteur d'une montagne ou d'un 
édifice dont le pied est inaccessible. 

Application : Pour mesurer la hauteur d'un édifice, on a choisi une 
base de 6"*, telle que les angles adjacents h. la base du triangle, formé 
par cette base et le sommet de Tédificc, sont égaux a 8342'22'. L'angle 
d'élévation du sommet vu d'une des extrémités de la base est 80o22'6'. 
Calculer la hauteur de cet édifice. 

CAEN 

— Deux pyramides triangulaires de bases équivalentes et de hauteurs 
égales sont équivalentes. 

— Définir la longitude ; détermination expérimentale. 

— Un triangle est formé par trois tiges rigides et homogènes dont les 
longueurs sont 3", 4", 5". — Trouver le centre de gravité de l'ensemble 
de ces trois tiges. 

AIX 

— Trouver les rayons de deux sphères concentriques sachant que la 
diôérence de ces rayons a une longueur b et que le volume compris 
entre les surfaces des deux sphères a pour valeur 

4 

— Angle de deux plans dont les traces verticales sont parallèles. 

BESANÇON 

'- Les trois côtés d'un triangle recliligne sont : 

a = 5 
6 = 4 
c= 3 



(*) On trouvera des solutions de ces questions dans la publication à 
laquelle nous avons emprunté les énoncés et qui est éditée par M. Fou- 
cart (20, rue de la Sorbonne). 
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Calculer les trois médianes et les trois bissectrices intérieures du 
triangle à 0,0 1 près. 

RENNES 

^ Mathématiques. 

Jf« a 

— Trouver tg - connaissant tga. 

— Calculer les arêtes d'un pallèlipipède • rectangle, connaissant leur 
somme, la longueur de la diagonale, et sachant que l'une d'elles est 
moyenne proportionnelle entre les deux autres. 

LYON 

Mathématiques. 

— Une pyramide a pour base un losange dont le côté est égal à 15. 
Les deux arêtes qui partent des extrémités de Tune des diagonales sont 
égales chacune à 41 ; les deux autres ont pour valeur l'une 48 et l'autre 30. 

On demande de calculer les angles du losange, le volume de la pyra- 
mide et Tangle plan du dièdre dont l'arête est égale à 48. 

DIJON 

Mathématiques. 

— Établir la formule des annuités. Que devient-elle quand les intérêts 
se capitalisent par semestres? 

— On doit s'acquitter d'une somme en payant pendant 10 ans une 
annuité de 1000 francs. Quelle est la valeur actuelle de cetle somme? 

On prendra le taux égal à 5. 

DOUAI 

— On considère un triangle isocèle ABC, circonscrit à un cercle de 
rayon donné R et on demande : 

1" D'établir la relation qui existe entre la hauteur AD = x et la demi- 
base BD =r DC = y du triangle. 

%" De déterminer x de telle sorte que le volume du cône engendre 
par la rotation du triangle autour de ÂD soit équivalent à celui de la 
sphère de rayon m donné ; 

3* D'en déduire la valeur de x lorsque le cône a le plus petit volume 
possible. 

— Étant données les projections (ô, 8) d'une droite et celles d'un 
point (a, a'), trouver les traces d'un plan mené par (a, a') perpendiculai- 
rement à la droite (ô, 8') ainsi que les projections de l'intersection de 
la droite (8, 8) et de ce plan. Justifier la construction par l'énoncé des 
théorèmes de géométiie sur lesquels on s'appuie. 

(A suivre^) 
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QUESTION 194 

Solution^ par M. l'abbé E. Gelin, professeur au Collège Saint-Quirin 

à Iluy (Belgique). * 



On donne une droiie A, un point A sur celte droite, et un point 
B hors de cette droite. Un mobile parcourt la droite A du point 
k àun point M, avec une vitesse constante y ; puis il va, en ligne 
droite, du point M au point B, avec une vitesse constante v'. 

Position du point M pjur que le temps du parcours AMB soit 
minimum. Lieu de cette position, lorsque les points A e^ B étant 
fixes, on fait pivoter la droite A, autour du point A. 

(D'Oca^ne.) 

Menons BP perpendiculaire sur la droite A, et et posons 
AP = a, BP = b, MP = X. On a, en représentant le temps 

total du parcours par t, Téquation 

AM BM a - X Jb* + a;« 

= /, ou h ^ ; = t, 



V V V V 

ou 

(i;» — t;'«)a;« — 2V*{vt — a)x + 6't;« — v'Hvt — o)* = o, 
d'oli 

__ V)*(vt - g) ± t;' \/v'^(vl — a)« -- ^(t;^ — v'^) 

^ ~ u* - t;'» 

Pour r; < i;' ou v — v\ il esl évident que le minimum de l 
a lieu quand le mobile suit la droite AB. 
Pour V > v\ on a la condition de réalité 

v\vt - ay - b\v^ - y'*^) > o^ 
ou, en observant que vt — a est positif, 

v\vt - a)> b \/v^ - î;'% 
d'oîi, pour le minimum de t, 

av' + 6 \/v* — v'^ 

t —. 

rv 

bv'* 
On a alors x = , , ^ 

quantité indépendante de »< et 
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a 



quantité constante. Ainsi la position du point M est indé- 
pendante de celle du point A sur la droite A, et le lieu du 
point M, lorsque la droite A pivote autour du point A, est 
un arc de cercle décrit sur AB, et capable do l'angle con- 
stant AMB. 
J*ai dit que vt — a est positif. On a, en effet, 

AM 4- MB > a, 

AM MB a 
d ou 1 > - , 

V V V 

,..,.. AM MB a 
et, a fortiori, 1 — > - , 

V V V 

ou t >- • 

V 



QUESTION IdQbts 

lilolutioii par M. Tabbé E. Gelin, professeur au Collège Saint-Quirin 

& Huy (Belgique.) 



Soit ABC un triangle rectangle et soit D le point de contact 
du cercle inscrit avec Vhypoténuse BG. Démontrer que 



Kxii"Ic)=^-c5- (i'«'^f«'»«-) 



Il faut vérifier, avec les notations ordinaires, que 

\c hl p — b p — c 

ou, après avoir divisé les deux membres par (6 — c), que 

(2p — 2b){2p — 2c) =:: 26c. 

Or celle-ci revient immédiatement à la suivante 2 

a* =: 6* -i- c% 

laquelle est vérifiée, le triangle proposé étant rectangle* 

Autres solutions par MM. Ignacio Beyens à Cadix ; Alexandre Couvert 
au lycée Oondorcet; Henri Martin, id*} Louis Prince, lycée de Grenoble j 
d'Hardiyiller, élève au collège de Beauvais; G. Bourdier, lycée de Gre- 
noble ; Giovanni Russo, à Catanzaro (Italie) ; Georges Gaye^ élève du 
lycée Gharlemagne (classe de M. Richard); 
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QUESTIONS PROPOSEES 



251. — Dans le triangle ABC, les côtés AB et AG sont 

égaux, I est le point milieu de la base BC. On porte sur le 

côté BA, de part et d'autre du point A, la longueur AA' = AA^ 

= 2m. BA, et sur le côté BC, de part et d*autre du point C, 

la longueur ce = CCi = m.BC; et on propose de montrer 

que les perpendiculaires élevées à AC, A'C et A^Cj, aux 

points G, G' et Cl se coupent sur la droite AI. 

(G. Russo.) 

252. — Étant donnés une circonférence 0, une corde AB, 
un point P sur cette corde et deux points MN sur la circonfé^ 
rence; trouver sur celle-ci un troisième point S qui soit tel 
que les droites SM, SN coupent la corde AB en deux points 

PM' 
M', N', de telle manière que le rapport :5r^, soit égal à une quan- 
tité donnée — • 

n 

(Ignacio Beyens.) 



Rectification sur la question 250. — Uno erreur s'est glissée dans 
renoncé de cette queslioD. 

Il faut, comme nous le fait observer M. Vigarié, en nous en adiessanl 
une solution, 

RpRp_2 = RV-i» 



etf par suite, 






Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



iMPRiMERiB Centrale des ghbuins db fbr. >- imprimbrib chaix. 

RUB BERGÈRE, S0> PARIS. — 10824-7. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 143 



GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 



SUR QUELQUES CERCLES REMARQUABLES 

(cercles DE NEUBERG ET DE m'cAT). 
Par M. Emile Vlgarié. 

{Suitey voir p. 121). 



6. Équation des cercles de Neuberg (*). — 4^ Coor- 
données cartésiennes. — Prenons pour axes des coordonnées 
le côté BC et la perpendiculaire élevée en son milieu et cher- 
chons le lieu d*un point A tel que Tangle do Brocard du 
triangle ABC ait une valeur constante, x, y étant les coor- 
données du point A, on trouve : 

a a 

— h a; X 

cotg C = » cotg B = 



!J y 



f;3 



, , I — cotff B cotff c 4 

cotg A = rf -^77- := -^ . 

^ cotg lî + cotg G ay 

Substituant ces valeurs dans Téquation 

cotg A + cotg B + cotg C = cotg (0, 
on trouve 

/j;2 + 2/2 _ ay cotg (O H = O . 

4 
Ce lieu est donc une circonférence telle que les tangentes 

issues de Da milieu de BC et de B soient respectivement égales 

à la hauteur du triangle équilatéral construit sur BC et au 

côté BC. 

^ Coordonnées baryœntriquès, — L'équation d'un cercle 

(*) Dans ce paragraphe et dans quelques-uns des suivants, L'article de 
M. Vigarié emprunte certaines considérations analytiques, qui ne sont 
pas tout à fait élémentaires; mais nous n'aurions pu les supprimer sans 
nuire sensiblement à l'ensemble du sujet traité. 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. — 1887. , 7 
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quelconque est : 

a«PY + ^^^-r + <^^^P — {^^ + Bp -h GY)(a -+- p 4- y) = o, 
A, B; G étant les puissances des cercles par rapport aux 
sommets de référence (/. S. 1886, p 57). Les puissances 
de Na par rapport à ces sommjts étant o, a*, a', les équa- 
tions barycentriques des^ cercles de Neuberg seront : 

Na a'gy 4- 6V.Y + c«ap - a^{p + y)(''^ + S + y) = o, 

Nb a*pY + ^'«r + c*^^ - ^'(r + ^-.M'^ + P + y) = o, 

Ne a^t'^Y + ^'^ï + ^'*^? - ^ {^ + ?)('^- + ? + rJ -= o- 

Les axes radicaux de ces cercles combinés avec le cercle ABC 

sont évidemment les parallèles à a, b, c, menées par A, B, G. 
L'axe radical des cercles Ni et Ne a pour équation: 

6*(a + y) -- c*(a -h?) =■ o 
Le centre radical satisfait à : 

a'{p + y) = b'(a + y) = cH^ + ^) (I) 

On sait que le point D centre d'homologie du triangle ABL. 
et du premier triangle de Brocard a pour coordonnées bary- 
centriques 

I I I 

Les formules (1) montrent que le centre radical des cercles 
Na, Nb, Ne est V anti-complémentaire du point D. 

Les trois triangles NaBG, NbCA, NcAB étant isocèles et 
semblables, les droites ANa, BNb, GNc se coupent en un môme 
point de Yhyperbole de Kieperl. Ge point est le point "N de 
Tarry (*) (Voir J, S. 1886, p. 75) on a donc ce théorème : 

7. Théorème IV. — 1** Le certifie radical des trois cercles 
de Neuberg est r anti-complémentaire du point D. 2<» Les droites 
qui joignent A, B, C auc centres Na, Nb, Ne de ces cercles se 
coupent au point de Tarry. 

C) Voici une démonstration géométrique de cette partie. Il faut démon- 
trer que les droites ANa, BNb se coupent sur le cercle ABC ou font entre 
elles un angle égal à G. Désignons par Fa, Fb, Fc trois figures sem- 
blables construites sur BC, GA, AB. Les centres No, Nb sont des points 
homologues de Fa, Fb. L'homologue de B considéré comme faisant 
partie de Fb est dans Fa, le point Aj. Donc BNb, AjNo sont des lignes 
homologues de Fb, Fa ; elles font entre elles l'angle G ; les rayons 
NaAa, NaA du triangle A A; A semblable à ABC font l'angle 2G : donc 
ANa, BNb tont entre elles l'angle G. 
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8. Thôorôxne V. — On construit sur les côtés BG, G A, AB 
du triangle ABC trois figures semblables F^, Fb, Fd soient 
la, Ift, le trois points homologues. Si les droites Ala, Bit, sont 
parallèles, la droite GIc est parallèle à la même direction et les 
points la, Ift, le qui jouissent de cette propriété décrivent les 
cercles de Neuberg (**), 

En effet, le point B considéré comme faisant partie de Fb a 
pour homologue Aj dans Fa*, donc les BIb, AJa lignes homo- 
logues de Fb, Fa font Tangle G; mais par hypothèse BIb, Ala 
sont parallèles; donc les lignes Ala, AJa font entre elles Tangle 

G. L'angle AA^Aj est aussi égal à G. De là on conclut que la 
appartient au cercle Na. De môme Ib appartient au cercle Nb. 
Ge résultat peut s'énoncer ainsi : 

Si deux cordes des cercles Na, Nb menées par k et B sont 
constamment parallèles j leurs secondes extrémités sont des points 
homologues de Fa, Fb. Celte propriété s'étendant aux cercles Na 
Ne, on voit que GIc est parallèle à Ala. (A suivre). 



VARIÉTÉS 

SUR LA 

GEOMETRIE DE Là RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de liong^ehamps* 

(seconde partie) 

[Suite, voir p. 126). 



131. Le cas des deux obstacles. — Ou peut imaginer 
que le point qu'il faut ol)tenir, au delà d'un obstacle donné, 
soit situé dans un terrain où les alignements dont nous avons 
parlé, dans les diverses solutions qui précèdent, ne puissent 
être exécutés. Tel est le cas oîi un autre obstacle se trouve 

(♦*) Les n" 8 et 1) résolvent complètement la question (/. E., 1882, 
p. 24. Comparer aussi J. S. 1886, p. 75. — J. Gasoy. A treatise on conic sec* 
tions^ pp. 248-253. 
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situé dans le voisinage de celui que Ton veut franchir et dans 
la partie où doit pénétrer le prolongement cherché. 

Nous indiquerons deux cas correspondant à ce genre de 

difficultés. 

Premier Cas. —Supposons d'abord que l'on puisse jalonner, 
entre les deux obstacles, une ligne droite ne rencontrant ni 
l'un ni l'autre de ces obstacles, et, néanmoins, assez étendue 

pour pénétrer dans les 
régions où peuvent, sans 
difficulté, s'effectuer les 
alignements nécessai- 
res, représentés par la 
figure 164. 

Le théorème de Jean 
de Ceva, appliqué au 
triangle APQ, donne la 
relation 

PC _ SP AR 

QG"" ÂS'RQ' 
On connaît donc le 
Fig. uh rapport des segments 

PC, QG et leur somme ; le point G se trouve ainsi déterminé. 
Mais celte solution exige plusieurs chaînages. 

Si la droite RS rencontre PQ dans les limites du terrain 
(et Ton peut toujours, par quelques tâtonnements, faire en 
sorte qu'il en soit ainsi, en rapprochant suffisamment Q du 
point inconnu G), on a 




G'G G'Q ' GT 
et la table des inverses, dont nous parlerons bientôt, par 
un calcul rapide, donne G'G. 

Pour prolonger AB au-delà du second obstacle, on pourra 
mener, par les points P, Q, des parallèles A, A' à AB, et, après 
avoir jalonné une droite G'QT', on prendra sur celle-ci un 
point G', la longueur G'G" étant calculée au moyen de l'égalité 

2 1 I 

GCT" G^' "^GT'* 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 149 

On peut d'ailleurs, la chose esl manifeste, obtenir le pro- 
longement 8 de AB en considérant les deux obstacles U et V 
comme constituant un seul et même obstacle. Alors pour 
déterminer 'de 8, on appliquera Tune des méthodes que nous 
avons indiquées plus haut; ou toute autre, car elles sont 
innombrables. Mais on a bien compris que Tintérôt de la 
remarque précédente porte, non, sur la construction de 8, 
mais uniquement sur la détermination du point G, point situé 
enlre les deux obstacles et sur le prolongement de AB. 

Second Cas. — Supposons maintenant que les obstacles U 
et V soient disposés comme le montre la fig. 465; alors 
on ne peut prolonger PQ de part et d'autre des obstacles, 
comme dans le cas que nous venons d'examiner. Sans doute, 
on pourrait répéter la construction indiquée en prenant les 
points P et Q sur une semi-droite partant de la région com- 
prise entre D et V; mais nous profiterons de la disposition 
particulière que nous venons d'imaginer pour signaler une 
autre solution. 

Jalonnons deux alignements AR, AS, et d'un point M pris 
sur AB, abaissons des perpendiculaires MP, MQ; puis, jalon- 
nons une droite RS parallèle à 
PQ et choisie de telle sorte que 
les perpendiculaires élevées aux 
droites A, A' aux points R, S, 
pénètrent dans la région qui est 
située entre U et V. Nous avons 
ainsi construit deux figures homo- 
thétiques, et le point G, obtenu 
par cette construction, est situé 
sur AB. ^»^- ^^5- 

Si Ton opère avec une fausse équerre, on remplacera les 
angles droits que nous avons considérés par des angles quel- 
conques, mais égaux, deux à deux; le principe des figures 
homothétiques étant d'ailleurs appliqué comme il vient 
d'être dit. 

32. Examen du cas où l'obstacle est inacces- 

— L'obstacle peut être inaccessible dans plusieurs 
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conditions ; pour chacune d'elles se présentent des difficultés 
que nous allons successivement considérer. 

Premier cas particulier. — Supposons, pour donner une 
idée de la difficulté matérielle que nous abordons ici, que 
l'obstacle que nous avons à considérer soit constitué par une 
. île boisée, située au milieu d'une rivière. 

Les solutions que nous avons données jusqu'ici supposent, 
toutes, que Ton puisse librement circuler autour de l'obs- 
tacle, au moins dans l'une des 
régions qui correspondent à la 
droite que l'on veut prolonger, 
de façon à pouvoir jalonner les 
alignements nécessaires. Dans 
^ le cas présent, les jalonnements 
peuvent bien être faits succes- 
sivement, sur une rive, puis sur 
^^' ^^^' l'autre; mais il existe entre ces 

deux opérations une discontinuité matérielle, causée par la 
présence de la rivière qui entoure l'obstacle. Nous devons 
donc indiquer comment doivent être exécutés les jalonne- 
ments, ainsi séparés les uns des autres. 

Soient A et A' deux parallèles tracées sur lés rives opposées. 
Pour prolonger AB sur la rive A', à travers l'obstacle U, on 
prendra sur A un point arbitraire C, puis CD = BG et Von 
fixera des jalons aux points A, G et D. 

Après avoir franchi la rivière, on détermine alors sur A', 
les points G' et Tf qui, sur A, sont en ligne droite avec : A, G 
d'une part; A, D d'autre part. Enfin, ayant pris, avec le 
cordeau, G'B' — D'G' ; le point B', ainsi trouvé, représente le 
point où AB prolongé rencontre A'. En répétant cette opéra- 
tion pour une droite A'' parallèle à A', on obtient un second 
point B'' du prolongement cherché, et celui-ci se trouve, 
ainsi, complètement déterminé. 

Remarque. — Nous avons supposé, dans la solution précé- 
dente, que les rives A, A' étaient parallèles, ou, du moins 
que l'on avait jalonné, de part et d'autre de la rivière, deux 
alignements parallèles. Ges alignements imaginés ici, sont 
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toujours l'aeiies à obtenir, soit avec la Tausse équerrc, soit 
avec i'équerre ordinaire. Pourtant, si l'on n'a pas d'équerro 
à ea disposition, on peut néanmoins résoudre, sans autre 
emploi que les jalonnements et avec l'aide du cordeau, le 
problème précédent, en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Prenons sur i des points C, D el E, soit arbitrairement, 
soit, ce qui est préférable, de telle sorte que 

ED^CC^BG; 
nous adopterons cette seconde hypothèse. 

La propriété du rapport anharjuonique, appliquée aux deux 
ponctuelles qui se trouvent 
sur A et sur A', donne 
B'C _ E'C 
B'D'""4E'D'" 

Le point B' peut être dé- 
terminé d'aprcs cette égalité; 
et, bien que la' solution, 
signalée ici, présente, dans 

sa réalisation, quelques Ion- cet _; 

gueurs; elle offre pourtant ''*^- *^' 

un intérêt réel, si l'on se refuse l'emploi de I'équerre. 

Deuxième cas particulier. — Deux points A et B sont 
visibles, mais ils sont situés dans une région inaccessible; 
on propose de jalonner, dans la région accessible, le prolon- 
gement de AB, en supposant; soit que les points A et B soient 
séparés par un obstacle qui ne permet pas de les visor, simul- 
tanément, dans la région accessible; soit que le segment AB 
rencontre, dans la région où il et situé, un obstacle qui le 
masque complètement à l'observateur placé dans la partie 



Soit V l'espace inaccessible dans lequel se trouvent deux 
points A, B visibles de certains points placés dans la région 
accessible V; mais la droite AB est cachée par un obstacle U 
pour un observateur placé au point C oîi AB rencontre la 
droite A qui sépare les deux régions V, V; et dans ces condi- 
tions, on demande de déterminer C. 

1" Supposons d'abord que les points A et B ne soient pas 
e A. Nous pourrons, avec I'équerre d'arpenteur, 
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jalonner les droites aA', ^B', qui, dans l'espace V, représen- 
tent Jes perpendiculaires abaissées des points A et B sur A. 
Soit le milieu de AB. Ayant jalonné dans V les prolonge- 
ments de AO et de 
BO, nous obtenons 
deux points A', B'. 
La droite A'B' ren- 
contre A en G' et 
le point inconnu G 
est le symétrique de 
G' par rapport à 0. 
2<^ Gette solution 
cesse d'avoir un ca- 
A ractère pratique si 

^*9* ^^*- les points A et B 

sont à une grande distance de A (*). Voici, dans cette seconde 
hypothèse, une solution préférable. 
Supposons, pour varier la disposition relative de Tobstacle 

V et des points A et B, que 

V soit placé entre A et B ; AB 
rencontre A en un point M 
que nous nous proposons 
de déterminer. A cet effet, 
prenons dans la partie ac- 
cessible V un point J d'où 
Ton puisse apercevoir simul- 
tanément A et B. Soit MI le 

>: j L 

Fia 469. prolongement inconnu de 

AB; ayant mené la droite GG parallèlement à A nous avons 

MN _ CD __ CE 

NP ~" DF "" KG 
,, , GD DF 

^^^ CË = ÊG' 




(*) Gette condition n*a pas été indiquée sur la figure. Pour plus de 
commodité, on a donné à celle-ci de petites dimensions ; le lecteur ima- 
ginera que Tobstacle V, ainsi que les points A et B qui, sur la figure 169, 
sont voisins de A, sont, au contraire, beaucoup plus éloignés de cette 
droite. 
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Cette relation très simple permet de déterminer le point Cet, 
si l'on observe que CCr est une droite quelconque, parallèle 
à à, on aura de la sorte autant de points que l'on voudra 
du prolongement de AB. En appliquant la remarque précé- 
dente à LI, droito menée par J parallèlement à A, on a 
lie _ KJ 
IJ ~ JL ' 



JI JK JL 
En utilisant la iable aux inverses, on aura immédiatement 
la longueur JI, Si l'un des points est visible du point I (ce 
que nous avons supposé) on jalonnera IM, sans qu'il soit 
nécessaire d'avoir recours à la détermination d'uu second 
point; sinon, on fixera la position du point I et du point G, 
comme il vient d'être dit. 

Troisième cas particulier. — EnOu, pour amener le problème 
qui nous occupe à une complication plus grande encore, 
supposons que la droito Inacessiblo AB soit déterminée par 
deux points qui no soient pas visibles à la fois pour l'obser- 
vateur 86 déplaçant dans la partie accessible. C'est ainsi que 
dans la figure l'îl la partie accessible est divisée en trois 



Fig. 170. Fig, m. 

régions U, U', TJ"; de U, on voit A, mais non B; de U",.on 
peut apercevoir B, mais non A; enfin, de U' on ne peut 
viser ni A, ni B. Dana ces conditions, on propose do jalonner, 
dans la partie U', le prolongement do AB. 

JOUBNAL DB MATH. Éiisi, — 1837. 7. 
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Nous ferons d'abord observer que, un point A (fig, 470) étant 
invisible pour un observateur placé en D, on peut néanmoins 
jalonner la droite DA" qui représente le prolongement de DA ; 
voici comment cette détermination peut être obtenue : 

Traçons deux droites parallèles A'B' et CD; nous avons 

A/A/; _ GD^ 

Getle égalité permet de calculer la longueur A' A', le point A' 

trouve donc détermine. 

D'après cela, nous pouvons (fig, 47 i) nous accorder la 
connaissance des droites DA', GB' qui représentent les pro- 
longements des droites DA, GB, bien que, encore une fois, 
ces lignes de visée ne puissent être effectuées. 

Gela posé, considérons le quadrilatère ABGD et la droite A 
qui est parallèle à GD. 

Le triangle A' DH et la transversale BAI donnent 

BH aa; ID _ 
bT'ad'ih ~ '' 

d*autre part, nous avons 

AA'_ A^' 

AD ~ GD ' 

et 

BH BD GD 



BA' BB'' B'B' 
De ces égalités, nous concluons 

m A^A' 
> ] D ~ B'B' * 

Nous aurions de même 

IG _ A^A' 
IK ~ B'B' 
ef, par suite, 

m _ JG _ a;a; 

ID ~ IK "■ B'B' ' 

Le point I cherché se trouve ainsi déterminé; on observera 

que les points G et D sont arbitrairement choisis sur la droite o 

qui sépare la partie accessible et la région inaccessible; pourvu 

que, de G, on puisse voir A; et, de D, Tautre point B. Quant 
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aux points K et H, ils ont été obtenus en visant A et B 
des points A", B" déterminés comme on Ta expliqué. 

La détermination du point I exige, comme on le voit, un 
certain effort portant, tout à la fois, sur les jalonnements des 
alignements nécessaires et sur le nombre des coups de chaîne; 
mais le problème, dans les conditions imposées, offre d'évi- 
dentes difficultés. 

Voici d'ailleurs, dans le même ordre d'idées, un problème 
encore plus compliqué. (A suivre.) 



EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin» professeur au Collège do Vire 
{Suite f voir p. 135.) 



48. — Quel que soit a; on a : 

3 séc* 3a? — 2 séc* 2X — séc' x s: 2 tg a? tg 2a5 tg 3aj 
(coséc 2a; + 2 coséc 4X + 3 coséc Sx) 

49. — A, B, C étant les angles d'u n triangle, les deux 
égalités 

A-B A-G B-C ABC,,, 

4 cos cos ces 1 = 4 cos — cos — COS — 9 (1) 

2 2 2 222 

sin f Cj sinf- — B ) + sin (- — A) sin (- — Gj 

+ sin (- — a) sin (- - B^ = o (2) 

établissent une même relation entre les angles. Il résulte de 
cette relation que le périmètre, la somme des hauteurs, et la 
somme des distances de Torthocentre aux trois sommets sont 
trois quantités en progression arithmétique. 

L'égalité (I) équivaut à 

cos (B — C) -4- cos (A — G) 
4- cos(A.--B) = sinA + sinB + sin G. (3) 

L'égalité (2) peut s'écrire en transformant chaque produit de sinus en 
une difiFérence de cosinus: 

cos (B — G) — sin (B + G) + cos (A — G) — sin (A. 4- G), 
-f- cos (A — B) — sin (A 4- B) = o 
ce qui revient à (3) 
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Enfin, (3) donne : 

2(sin B sin C -h sin A sin G + sin A sin B) = 
= sin A 4- sin B -h sin G 4- cos A 4- cos B ■+■ cos G. 
Multipliant les deux membres par 2R, R étant le rayon du cercle cir- 
conscrit au triangle ABJ, et remarquant que, H désignant Torthocenlre : 

^ = 2R sinB sin G 
a = 2R sin A, AU = 2R cos A 
il vient 

2{h -h h' -h h') = 2p 4- (AH 4- BU 4- GH). 

c. Q. F. D. 

50. — On considère un triangle quelconque ABC, une 
droite MN parallèle à BG et telle que la circonférence décrite 
sur MN comme diamètre soit tangente en A' à BG; une 
seconde droite M'N' extérieure au triangle, parallèle à BG et 
telle aussi que la circonférence décrite sur MN' comme dia- 
mètre soit également tangente en A" à BG. Soient B', G\ B", 
G' les points analogues sur les autres côtés. Démontrer : 

1° Les trois droites AA', BB', GG' sont concourantes. 

2° Les trois droites AA", BB", OG" sont concourantes, 

3^ Les trois premières passent respectivement par les 
centres des carrés construits extérieurement sur les côtés du 
triangle ABG. 

4° Les trois secondes passent respectivement par les 
centres des carrés construits intérieurement sur les côtés du 
triangle ABG. 

S® BG est la moyenne harmonique des longueurs MN,M'1S'. 

Soit X la distance de MN à BG, on a : 

BA' = a;(i 4-cotgB) 
CA' = x{i 4-cotgC) 



d'où 



de même 



d'où 



B.V_ I 4-cotgB 
CÂ ~ I 4- cotg G 

GB' _ 1 4- cotg C ^' _ ï + colg A 

ÂB'~ I 4-cotgA' ÏÏC' ~~ I 4- cotg B 

BA'.CB'.AC' 

= I. 



GA'.AB'.BG' 

2» Môme démonstration; seulement les droites M'N' peuvent se trouver 
dans Tangle opposé par le sommet à A. 

3" Si on cherche le point où la droite AE, qui passe par le centre du 
carré construit extérieurement sur BG, coupe BG, on trouve que ce point 
partage BG dans le même rapport que A'. Donc ces points se confondent. 
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4* Môme démoDsiration. 

ô" Les triangles semblables donnent 

MN = -^ M'N' = -^ 

d'où 



a MN M'N' (A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



1® A propos de Tartièle que nous avons consacré à un opus- 
cule de M. Thiry (*), M. l'abbé Reboul appelle notre atten- 
tion sur un traité de géométrie qu'il a récemment publié (**). 
Cet ouvrage, auquel nous nous sommes reporté, sur l'indi- 
cation qui nous était donnée, est composé avec beaucoup 
d'ordre et de méthode; nous le signalons bien volontiers à 
l'attention de nos lecteurs. Sous une forme très claire, et 
pourtant très condensée, il renferme tousles matériaux néces- 
saires à la préparation aux baccalauréats, et même à celle 
des examens d'entrée à l'école de Saint- Cyr. Nous y avons 
remarqué la démonstration du théorème qui donne la longueur 
de la bissectrice, démonstration basée sur le théorème de 
Stewart que l'auteur ne connaissait probablement pas (car il 
n'en cite pas le nom) et qu'il a sans doute inventé, pour le 
plus grand bien de certaines démonstrations. 

La théorie des sections coniques est aussi, dans l'ouvrage 
en question, fort bien exposée. La propriété fondamentale de 
la tangente aux coniques y est établie en prenant pour base, 
comme l'ont fait quelques auteurs (***), cette proposition, 
facile à démontrer : une droite A ne rencontre une ellipse (ou 
une hyperbole) qu'en deux points M, M'; de plus, si Von joint 

[*\ Journal, 1887, p. 45. 

(•*) Éléments de Géométrie, inr l'abbé Reydellet; 7* édition, entièrement 
refondue et mise en harmonie avec les programmes offii ciels, etc., par 
Tabbé Reboul, licencié es sciences, mathématiques etc. (Delagrave, 
1885; prix 4 fr. 50 c, 

(**♦) Combette, Géométrie^ p. 546. Vacquant, Géométrie^ p. 594. 
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Vun des foyers F', au point F^, symétrique de F far rapport à 
A, F'Fj rencontre A sur le segment MM'. 

Cette démonstration (*) convenablement modifiée, s'ap- 
plique aussi à la parabole. Elle nous paraît très appropriée à 
renseignement élémentaire, parce qu'elle évite, autant qu'il 
est possible, toute considération de géométrie infinitésimale. 



2° M. Ghapron nous signale les fautes typographiques 
suivantes (Journal, 1886, p. 160) : 
Dans la décomposition de 
10*^-1 Ure: 5363222357, 
10" — 1 ajouter le facteur 37, 
102«-+- 1 lire: 73.137. 



BIBLIOGRAPHIE 



Tables de logarithmes à cinq décimales des nombres et des lignes trigono- 
métriqtiest par J. Bourget, ancien élève de rÉcole Normale supérieure, 
recteur de TAcadémie de Glermont. (Librairie E. Belin, 52, rue de Vau- 
girard; prix 2 fr 50.) 

L^innovation heureuse, importante, ridée nouvelle qui a porté 
M. Bourget à entreprendre ce long et utile travail, c^est la réunion, 
dans un même volume, d^une table de logarithmes et d^une table d'anti- 
logarithmes. On a senti depuis longtemps le besoin d'une table servant 
à remonter aux nombres aussi facilement que Ton trouve le logarithme 
d^un nombre: des tables d'anti-logarithmes ont été publiées en Angle- 
terre, en Allemagne, il y a plusieurs années. 

Il était intéressant de réunir dans un même volume ces deux tables, 
par la disposition bien simple que voici : 

Une colonne, nommée colonne des Arguments, renferme tous les 
nombres successifs de 1 à 10,000. A droite, dans la colonne Log., se 
trouvent les logarithmes des arguments considérés comme des nombres ; 
à gauche, dans la colonne Antilog,, se trouvent les nombres correspon- 
dants aux arguments regardés comme Tens-emble des quatre premières 
décimales d'un logarithme. 

Grâce à cette disposition, les élèves, les calculateurs, trouvent donc 
sans peine le nombre, correspondant à un logarithme donne, par un 
calcul entièrement semblable à celui qui leur donne le logarithme d'un 

(♦) Elle est probablement très ancienne. 
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nombre; de plus, la correction de rautilogarithme se fait par une petite 
multiplication à yue, comme celle du logarithme. 

Nous signalerons aussi quelques perfectionnements typographiques, 
que les calculateurs apprécieront. 

1* M. Bourget indique par un signe (— ) les nombres approchés par 
excès. Ce signe très apparent est préférable à ceux qui ont été choisis 
jusqu'ici. 

L'indication du sens de Terreur d'un nombre approché n'est pas tou- 
jours nécessaire; mais dans certains calculs, elle est indispensable. 
D'un autre côté, cette indication permet d'opérer avec une table à cinq 
décimales, à peu près aussi exactement qu'avec une table à six décimales. 
En effet, chaque nombre dépourvu de signe est en erreur, par défaut, 
d'une quantité moindre que la demi-unité du dernier ordre; ajoutons- 
lui le quart d'unité du dernier ordre, ou 0.25, il sera en erreur par 
défaut ou par excès d'une quantité moindre que le quart d'unité du 
dernier ordre. On peut faire une observation analogue pour les nombres 
suivis du signe — . 

En opérant avec les nombres approchés ainsi altérés, on aura, à peu 
près, les mêmes résultats que ceux qu'on eut obtenus avec les tables à 
six décimales, n'indiquant pas le sens de l'erreur. 

Terquem, dans les Nouvelles Annales, avait, plusieurs fois, fait remar- 
quer toute l'importance de cette ludication. 

2<* M. Bourget divise les nombres en triolets. Cette division est de 
beaucoup préférable à celle qui a été adoptée généralement (par groupes 
de cinq). Il est impossible à l'œil de confondre une ligne avec une 
autre. 

Cette division permet en outre d'introduire des blancs nombreux, 
sans aucun inconvénient, parce que les parties supprimées, sont tou- 
jours dans le champ de l'œil. Tous les calculateurs savent les inconvé- 
nients des suppressions, qui obligent à regarder, loin du point où l'on 
se trouve, les chiffres qu'il faut restituer. 

3* Le choix des caractères, chose particulièrement importante dans 
un ouvrage de ce genre, a été l'objet d'une attention minutieuse. Le 
papier est légèrement teinté de jaune, et, de la sorte, les chiffres se 
lisent sans fatigue. Les tables trigonométriques sont séparées des tables 
de logarithmes des nombres, par quelques pages destinées à en expli- 
quer l'usage, 

Tel est ce livre qui se recommande, à tant de titres, à l'attention des 

professeurs. L'usage des tables à sept décimales nous paraît d'ailleurs 

appelé à disparaître bientôt. L'approximation qu'elles donnent dépasse 

toujours les besoins des services ; pourquoi donc s'obstiner à maintenir 

ces tables dans les épreuves des examens, pour l'entrée aux Écoles? 

Dans tous les cas, l'enseignement spécial, qui échappe aux programmes 

auxquels nous venons de faire allusion, peut adopter avec confiance les 

tables de M. Bourget; car cet ouvrage s'adresse tout particulièrement 

aux classes de cet enseignement. 

G. L. 
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BACCALAURÉAT ES SCIENCES 



FACULTÉ DE LILLE 

SESSION DE NOVEMBRE 1886 (•) 

1'* série. — Maximum du produit d*un nombre quelconque de fac- 
teurs positifs variables dout la somme est constante) dans l'hypothèse 
où ces facteurs ne sont soumis à aucune condition. Maximum du pro- 
duit o;»^, quand les deux facteurs a;, y sont positifs et ont une somme 
constante a. 

— Un rectangle ABGD se meut d*un mouvement de translation uni- 
forme avec la vitesse v, les côtés AB, CD glissant respectivement sur 
les droites indéfinies et parallèles axr\ yy'. Au moment où le rectangle 
est dans la position ABGD, un point 0, situé sur la droite GB prolongée, 
est lancé avec une vitesse V suivant la direction OB. On demande : 
!<» de déterminer à quelles époques et en quels points F, G, le mobile 
rencontrera les côtés AB, GD ; 2» d'évaluer la distance FG et l'angle de 
cette droite avec la droite BG. — On donne les distances 0B = &, BG=a. 

Application : v = So" ; y = 2 4.0™ ; a = 3", 5 ; b= 50". 

2" série. — Connaissant la durée A=: 365 j. 2 56 de Tannée sidérale, 
et la durée 8 = 29 j. 53o de la révolution s^nodique de la lune, cal- 
culer la révolution sidérale de ôelle-ci. 

— Par un point G qui divise une droite AB en deux segments AG = m, 
BG = n, on mène une droite GD=:p faisant avec AB l'angle DGB = y; 
puis on tire AD, BD. 1» Déterminer a= ADG et P = BDG; 2» trouver 
la valeur que doit avoir y, pour que l'angle en D soit droit. 

3* série. — Mener, par un point A d'un cercle, une sécante telle que 
la différence entre la corde interceptée et la projection de cette corde 
sur le diamètre qui passe au point A ait une valeur déterminée l. Dis- 
cuter. 

4« isérie. — Soit RO une ligne verticale sur laquelle on a pris un 
point M, distant du point K d'une longueur /. Soit P un point pris dans 
le plan horizontal passant par le point 0. Du point P, à l'aide d'un gra- 
phème tre convenablement disposé, on mesure les angles OPM = a, 
OPK= p. Gonnaissant i, a, p, calculer KO et OP. 

Application ; f = 1 5o" ; a = 20» ; P = 55». 

— Bascule du commerce ou de Quintenz. 

5« série. — Quand on sait que la projection horizontale d'une droite 
est perpendiculaire sur la trace horizontale d'im plan, que peut-on con- 
clure sur la situation respective de la droite et du plan? 

•— Gonsidérant une tige homogène pesante BAG, recourbée à angle 

(•) Énoncés communiqués par M. Richard, professeur à Gondé-sur- 
Escaut. 
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droit en A et dont les deux parties AB, AC ont pour lon$çueurs c et & * 
respectivement, on propose de déterminer la position de son centre de 
gravité et celle du point qu'il faudrait fixer sur le côté le plus large 
AC pour que, lors de la position d'éqpiilibre que la tige prendrait dans 
un plan vertical, B et G soient dans un même plan horizontal. 

6* série. — Déterminer le coefficient inconnu X de telle sorte que la 

fraction -r — ;^ ait pour valeur maxima-. Etudier les variations de 

la fraction ainsi déterminée, x variant de ~ oo à + « . 

7' série. — Calculer le - angle à la base d^n cône droit, sachant que 
le rapport de sa surface latérale à la surface de la sphère inscrite est égal 

à un nombre donné — . Discuter. 

4 

8* série. — Trouver deux nombres connaissant leur différence d et la 
différence de leurs cubes K^ 

— Expliquer comment on peut trouver le centre de gravité de la sur- 
face d'un quadrilatère homogène pesant. Donner une construction géo> 
métrique du résultat. 



SOLUTION DE LA QUESTION 150 (*) 



Un angle constant tourne autour d'un point fixe A, pris sur 
un cercle f et les calés rencontrent le cercle en B et G, Soient M, 
N, P les pieds des hauteurs du tri- 
angle ÂBG démontrer que deux des 
côtés du triangleMNT? sont tangents 
à des cercles fixes, et que le troisiè- 
me se déplace parallèlement à lui- 
même. (Weill.) 

1® On voit d'abord que NP est 
une droite perpendiculaireau dia- 
mètre AOA'. En effet, le quadrila- 
tère inscriptible PBNG donne 
AP.AC = AB.AM. 

On peut donc considérer la droite 
NP comme la transformée du cer- 
cle par rayons vecteurs réciproques. On sait que cette trans 
formée est une droite, perpendiculaire à AA'. 




\' 



Fig. /. 
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2* Pour trouver Tenveloppe de la droite MP, considérons deux 
positions infiniment voisines de Tangle BAC; la droite BG enve- 
loppe un cercle à\ concentrique à A. Soient R'M, R'M' deux tan- 
gentes, infiniment voisines, àA'; projetons le point fixe A sur 
ces tangentes en N et en M^ Le quadrilatère A.BPM (fig. 4) 
étant inscriptible M F fait avec MBG un angle égal à Tangle 
donné a. Par suite, la droite MP et la droite correspondante, 
infiniment voisine, MT' seront représentées (fig. 2) par les 





Fig. 2. 



Fig. 



droites MPod', MTV inclinées de Tangle a, respectivement 
sur MR' et sur M'R'. On conclut de là que le point ta' appar- 
tient au cercle décrit sur AR' comme diamètre. 

Gela posé, passons à la limite et supposons que les deux 
points M, M' viennent se confondre; le point w' a pour posi- 
tion limite (fig. 3) un point w situé à Fintersection du cercle 
décrit sur OR comme diamètre avec une droite, partant de M 
et faisant avec MR l'angle donné a. 

Le triangle OwR, qui est rectangle, reste donc semblable 
à lui-même; dans ces conditions, on sait que si R décrit une 
certaine courbe U, le sommet w décrit une autre courbe sem- 
blable à celle-ci. Goncluons donc que le lieu de <o, c'est-à- 
dire l'enveloppe de la droite MP est un cercle. 

Le même raisonnement s'applique à la droite MN qui, 
elle aussi, enveloppe un cercle, distinct de celui qui corres- 
pond à la droite MP. 

Nota. — Nous avons reçu, la rédaction précédente étant déjà impri- 
mée, une solution de cette question par M. Ghapron. Cette solution est 
plus courte que celle qu'on vient de lire; mais elle est synthétique. 

M. Ghapron observe, et la remarqué a son intérêt, qu*en prenant à 
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partir de A, de part et d'autre, des arcs AR = AS (*) tellement choisis 
que RS soit le supplément de Tare BG, Tun des cercles cherchés est 
tangent : à la corde RS, à la tangente en A, et à la tangente en S ; 
l'autre, à la corde RS, à la tangente en A et à la tangente en T. 

G. L. 



QUESTION 151 

Jik>latioii par M. J. Ghapron. 



Les extrémités A e/ B d'une droite AB de longueur constantey 
glissent sur deux droites fixes OA, OB. Trouver le lieu du centre 
du cercle des neuf points du triangle AOB. ( WeiÙ.) 

Soient M, N, P les milieux des côtés du triangle AOB ; on 
veut trouver le lieu décrit par le point I centre du cercle cir- 
conscrit au triangle 
MNP. L'angle NIM >v 
est le double de / \s,^ 
ÎÎPM, ou le double / \\ 
de AOB, si Ton pré- /x.î^zz "' /N. 
fère. Uangle NIM / ^'^v^J^^V / \ 
étant constant, le / ^"-. \ / x. 
triangle NIM étant /- "-p^ -^*^- 

isocfeleetMN= — / 

2 

étant constant, le lieu du point I peut être consdéré comme 
celui qui est décrit par le sommet d'un triangle de grandeur 
invariable dont les deux autres sommets se meuvent sur 
des droites fixes. On sait (mais le théorème n'est peut-être 
pas très connu en mathématiques élémentaires) que le lieu 
décrit par un point mobile dans les conditions que nous 
venons de préciser, est une ellipse (V. Briot et Bouquet ; 
Géom. an.'j p. 156) 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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QUESTION 162. 

Solution par M. A. Fitz- Patrick, élève de mathématiques élémentaires 

au Lycée de Poitiers. 



Une droite AD représente, en grandeur et en sittmtion, la 
bissectrice d*un triangle ABC; on suppose en outre que le 
rapport de AB à AC conserve une valeur constante^ et Von 
demande le lieu décrit par le point B et par le point C. On 
trouvera que ce lieu est constitué par deux droites perpendiculaires 
à AB, et la partagent harmoniquement. Déduire de cette remarque 
des applications diverses^ Exemple : Construire vn triangle con~ 
naissant : 4^ la bissectrice; ^ le rapport des deux côtés qui la 
comprennent; 3* une troisième condition qui peut être tantôt une 
hauteur^ tantôt une médiane^ etc. (G. L.) 

Soit B'AC un second triangle dont les côtés AB', AC 




sont dans le rapport de AB à AC et et ayant AD pour bis- 
sectrice de Tangle A. Menons les droites BB', CC qui coupent 
AD en F et E. Par hypothèse 

-^ = -_ et BAB' = CAC'. 
Au At« 
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les deux triangles BAB', GkG sont donc semblabes, et il 
en résulte que Ton a 

AGC' = ABB^. 
Les deux triangles DBB' DGC sont également semblables 

puisque 

,,— ^ -.-—. BD AB AB' DB' 

par suite 

CCD = DBB', 

et les deux droites GC\ BB' sont parallèles. Si donc, Ton 
prolonge GC jusqu'à sa rencontre en G avec AB, on aura 

KBA = GGA = CÏGÀ, 
c'est-à-dire que le triangle AGG est isocèle. 

La bissectrice AL) de Tangle A est donc perpendiculaire 
sur GG et BF. D'ailleurs 

DF _ Bp_ AB_ AF 
ïiK "" DG ~ ÂG ~ AE ' 
ce qui montre bien que les deux points E, F sont conjugués 
harmoniques sur AD. 
La réciproque est vraie et se démontre facilement. 

APPLICATIONS 

L — Construire un triangle^ connaissant la bissectrice AD, le 
^apoort des deux côtés AB, AG qui la comprennent, et une hauteur. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que la hauteur est 
issue, comme la bissectrice, du sommet A; ou d'un des som- 
mets B ou G. 

Si la hauteur AH est issue du sommet A, il suffira de 
décrire une circonférence du point A comme centre et avec 
cette hauteur pour rayon. En menant alors par le point D la 
tangente DH à cette circonférence, on détermine les deux 
sommets B et G sur les deux perpendiculaires Fy, Ea? tra- 
cées préalablement. 

La seconde tangente DH' à la circonférence décrite du point 
H comme centre avec AH pour rayon, détermine le triangle 
AGiBi symétrique de AGB par rapport à AD. 
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Supposons, en second lieu, que la hauteur donnée soit 




issue d*un des sommets B ou G, du sommet par exemple. 

Menons DK perpendiculaire sur AB. 

DK BD 
On a 



DK 



liC 



BD 



ou 



d'oii 



CH' - DK D(J 
GH' 



DK =: 



BD 
DG 



-h I 



La perpendiculaire DK étant connue, on pourra décrire une 
circonférence du point D comme centre avec DK pour rayon 
et les tangentes à cette courbe menées par A déterminent 
les deux triangles ABC, AB^G^ symétriques par rapport à AD. 

II. — Construire un hnahgle connaissant la bissectrice AD, le 
rapport des deux côtés AB, AG qui la comprennent et une médiane. 

Gomme précédemment nous distinguerons deux cas, sui- 
vant que la médiane est issue du sommet A, ou d'un des 
deux autres sommets. 

Si la médiane est issue du sommet A, un premier lieu géo- 
métrique du point M sera la perpendiculaire PQ élevée sur 
le milieu de EF, et un second lieu, la circonférence décrite 
du point A comme centre avec AM pour rayon. Le point M 
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une fois obtenu par la rencontre de ces deux lieux, la cons- 
truction du triangle s'achève facilement. 
Examinons maintenant le cas où la médiane BW est issue 




»r 



du sommet B. D'abord, le point M' est sur la perpendiculaire 
NP élevée sur le milieu de AE. 
Mais si Ton mène DM" parallèle à BM', on a 

DM" DG 



BM' 
DM'' 



BD 



ou 



d'où 



BM' - DM" 



DC 
BD' 



DM" 



BM' 



liD 
DÛ 



-h I 



la longueur DM" peut donc se construire et le point M'' se 

trouve sur la circonférence décrite du point D comme centre 

avec DM" pour rayon. 

D'ailleurs 

M/M" _ BD 

M^~ DC' 
le point M'est donc encore sur la perpendiculaire élevée à AD 
au point G qui partage le segment NE dans le rapport de 

AB à AG, 

Nota. — Autres solutions par MM. J. Ghapron ; P. Lamaire, au lycé« 
Charlemagne. 



Il * ^^1 9 - ^M l 
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QUESTIONS PROPOSEES 



263. — Dans une circonférence on mène une corde DB, et 
Ton prend deux points A et G, sur cette circonférence ; on 
divise AG en E en deux parties telles que AE: EG:: m:n et 
par E on mène les droites EF, EG parallèles respectivement 
aux droites BA, BG. Si F et G sont les points de rencontre 
des parallèles sus-mentionnées avec les droites AD, DC; 
démontrer que Ton a : 

m. EG X BG ± n EF x BA = J^^ AG*, 

îïi -h n 

en adoptant le signe + ou le signe — suivant que les points 

A et G sont pris de part et d'autre ou du même côté de BD. 

Nota. *— Cette question n'est autre chose que la question 226, généralisée. 

(G. Russo.) 

254. — Soit ABGD quatre points situés sur un cercle ; de D, 
on abaisse une perpendiculaire A sur AG; de A, on abaisse 
une perpendiculaire A' sur BD. 

A rencontre AB en B'; A' rencontre GD en G'. On propose 
de démontrer que B'G' est parallèle à BG. (MannheimJ 



Le Directeur-Gérant, 

G, DE LONGGHAMPS. 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 



SUR QUELQUES CERCLES REMARQUABLES 

(cercles de NEUBERa ET DE m'cAY). 
Par M. Emile Vigarié. 

{Suitej voir p. 145). 



9. — Théorème VI. — Si ron construit sur BC, CA, AB 

les triangles semblables BCIa, CAIb, ABIc, les triangles ABC, 
Ja Ib le ^e 9ont homologiqucs que lorsque les triangles BCIa, CAIb, 
ABIc sont isocèles ou ont même angle de Brocard que ABC. Le 
centre d'homologie décrit dans le premier cas thyperbole de 
Kiepert et dans le second cas la droite de Vinfini, 

Soient X, (jl, v les angles du triangle BCIa. 

L'équation de Ala en coordonnées normales est ; 
y __ laC sin (C — fx) __,sin X sin (C — fx) __ sin C cotg [x — cotg C 
z ~~ laB sin (B — X) ™ sin (x sin (B — X) sin B cotg X — cotgB 
De même pour BI^, CIc : 

i? __ sin A cotg (X — cotg A ^ 

a? "" sin C cotg X — cotg C ' 
aï _ sin B cotg (x — cotg B 
y ~~ sin A cotg X — cotg A ' 
Si ces droites concourent en un même point, les équa- 
tions précédentes sont simultanées. Or, de leur multiplica- 
iion on tire : 

(cotj (X — cotg A)(cotg [X — cotg B)(cotg jx — cotg C) 
= (cotg X — cotg A)(cotg X — cotg Bj(cotg X — cotg G). 

ou bien 

(cotg'fx — cotg' X) — (cotg* fx — cotg* X)S cotg A 

4- (cotg |x — cotg X)S cotg A cotg B = o. 

Cette équation se décompose en deux facteurs : 

1® cotg (X — cotg -X = G, 

JOURNAL DB MATH. iLÉM. — 1887, S 
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les triangles semblables construits sur BC, GA, AB sont 
isocèles ; 

2MîOtgV+COtg{JLC0tgX+C0tg*X-(C0tg[l.4-C0tgX)C0tg (0 + 1=0. 

Additionnant à cette égalité Tidentité suivante : 

COtg [i. COtg X + COtg X COtg V 4- COtg (X COtg V — I = G, 

qui a lieu entre les trois angles du triangle BGIa, on trouve : 

(cotg JJi + COtg X)(COtg X + COtg (X 4- COtgv - COtg (o) ±=r o, 

ce qui montre que le triangle BGIa^a même angle de 

Brocard w que ABG. 
Pour avoir le lieu du centre d'homologie, mettons les 

droites Ala, BIb, GIc sous la forme 

y sin B cotg X — J3 sin G cotg j;. — j/ cos B — ^ cos G, 
z sin G cotg X — 0? sin A cotgtx = « cos G — a? cos A, 
X sin A cotgX — t/ sin B cotg [i. = a; cos A — y cos B, 
et éliminons cotgX, cotg[x. En ajoutant on trouve : 
{x sin A + 2/ sin B + iz sin G)(cotg X - cotg (x) = o. 
Donc si cotg X :^ cotg (x le lieu est la droite de Finfini 

05 sin A -h î/ sin B -h ;5 sin G = o. 
Si cotg X = cotg (i. , les équations des droites Ala, BI^, CI 

seront : 

y sin (C -- [x) z _ sin (A - [x) ^ ^ sin(B-jx). 

i"^ sin(B - (x)' a? "" sin(G - [x)' y sm(A-fxj' 
le centre d'homologie des triangles ABG, lalblc satisfait 
donc aux équations : 

y sin (B - jji) == ^ sin (G - [x) = Oî sin (A - (x). 
Les coordonnées de ce point sont donc inversement propor- 
tionnelles à siQ (A - |7.), sin (B - {x), sin (G - (x) et Ton peut 

poser ; 

. . p 

sin A cos UL — cos A sin .u. = — > 

X 

sin B cos (X ^ cos B sin (x = — j 

if 

sin G cos tx — cos G sin (x = - > 

z 

à étant une variable d'homogénéité. L'élimination de 
cos fxj sin [X, f> donne : 
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sin A cos A - 

X 

sin B cos B - 

y 

sin C cos G - 

z 



ou en coordonnées normales : 

sin (B - C) 



= o, 



2 



X 



= o, 



et en coordonnées Jbarycentriques : 
sin A sin (B — C) 



1 



— o, 



ou 



2 



b'--c^ 



= 0. 



a — a 

C'est réquation de Thyperbole de Kiepert. 



(A suivre.) 



VARIÉTÉS 



ESSA.I 



SDR LA 



GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. €■• de lion^champs* 

(seconde partie) 

(Suite, voir p. 147). 



33. E:&ainen du cas où les deux points sont invi- 
sibles. — Nous supposons maintenant que les points A et B, 
qui déterminent la droite qu'il faut prolonger, sont, tout à 
la fois, inaccessibles et invisibles. Nous accordons seule- 
ment que A est à l'intersection de deux droites données a, 
a'; et, de même, B est déterminé par les segments p, p', qu'on 
suppose prolongés dans l'espace inaccessible. 
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Soit A une droite tracée dans la partie accessible; elle 
rencontre AB en un point 0' que nous voulons déterminer. 




Fig. /7^. 

A cet effet, nous établirons la relation suivante 

Oa.Ob _ O'a.O'b 

Oa'.06'"~OV.O'&' ^ ^' ^^^ 



{*) Ce théorème, ou plutôt un de ses corollaires, a été utilisé par 
Servois pour trouver un point dans Valignement des deux points de con- 
cours invisibles de deux paires de lignes données de direction; il vaut mieux 
dire, croyons-nous, données de sittcation. 

Quoi quUl en soit, la solution de Servois ne fournit qu'un point par^ 
ticulier du prolongement cherché et celui-ci ne se trouve pas complè- 
tement déterminé. 

Le théorème en question est dû à Garnot [Géométrie de position, i^. 456). 

Bergery [loc. cit. p. 109) s'est aussi occupé de ce problème, à propos 
duquel il dit : « Il peut être d^un grand secours dans Valtaque des places 
de guerre. Regardons AB comme une portion de la face d'un bastion. 
Il faudra, pour détruire l'artillerie placée sur cette face, établir dans la 
campagne une batterie qui l'enfile, et celte batterie devra aroir une de 
ses extrémités en un point du prolongement de AB. Or, on ne saurait 
déterminer eu prolongement à l'œil seul, en raison de ce qu'on ne peut 
apercevoir de loin deux points, ni même souvent un seul point de la 
face du bastion. Il s'agira donc, en général, de déterminer le prolon- 
gement d'une droite invisible AB. Voici comment on pourra faire eto.» 

La solution de Bergery est d'ailleurs la même que celle de Servois ; 
elle fournit un point du prolongement, mais non un point quelconque 
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Les irianglcs Pa'6, Qab' et la transversale O'AB donnent 



0'6 AP.Bb 
cl 





O'o' 


Ao.BP' 




O'o 


Aa.BQ_ 


• 


O'ô' 


AQ.B6" 


O'a 


.O'ft 


Ao.B6.AP.BQ 



d'oîi 

rk'r, r\'h Ay» "DJi AP vin 

OV.0'6' ^ Âa\B6'TAQ.bP ^ ^ 

De même, les triangles Aaa', B66' et la transversale PQO 

donnent 

Oa Qa.AP 

et 



Oa' 


Po'.AQ' 


06 


QB.P6 , 


06' 


~ Q6'.PB' 


Oa.06 


Qo.P6.AP.BQ 



d'oîi 

n^ ni. r\^ ni. AT) "DA 

(2) 

Oa .06' Q6'.Pa'.BP.AQ 

D'autre part, les triangles ANP, BN'Q, coupés par la trans- 
versale A, prouvent que Ton a 

o^A oN 6P _ 

a'P'oA'èN"" '' 

et 

yB 6N oQ _ 

i'Q'ôB'aN ~ ^* 
De ces dernières égalités, on conlut : 

Aa.B6 __ Qa.P6 
Aa'.B6'~"Q6\Pa'' 
P'après cela, la comparaison des égalités (1) et (2) établit 
l'exactitude de (G). 

La relation (G) permet de déterminer le point 0', quelle 
que soit la transversale A considérée; mais cette détermina- 
tion, pour être faite avec simplicité, exige encore quelques 



et », comme il arrive le plus souvent, le point trouvé est trop éloigné 
4\> bastion, le feu do la batterie qui doit enfiler le bastion sera sans effet. 
Ce n'est donc pas un point particulier du prolongement qu'il tant déter- 
miner, mais un point convenablement choisi, dans une portion détermi- 
née du terrain. 
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précautions, dans le détail desquelles nous devons entrer, 
avant d'abandonner le problème que nous avons en vue. 

On doit d'abord observer que Tégalité (C) semble faire 
dépendre la connaissance du point 0' de la résolution d'une 
équation du second degré, mais il n'y a là qu'une apparence 
et la raison de la simplification que nous signalons ici tient à 
ce que, en supposant le point 0' confondu avec 0, on obtient 
une solution évidente de (G). Malgré cela, la détermination 
du prolongement de AB souffrirait encore certaines difficultés 
pratiques, si Ton ne faisait pas les observations suivantes. 

Une première remarque porte sur ce fait que AB passe 
par le point J, conjugué narmonique de I par rapport au 
segment MN; cette remarque a été faite par Servois et elle 
ne pouvait évidemment lui échapper. Pourtant, ce point peut, 
dans un grand nombre de cas, être rejeté hors des limites du 
terrain et la question qui nous occupe ne peut être considérée 
comme complètement résolue, par cette seule remarque. 

Mais voici un corollaire du théorème de Carnet conduisant 
assez simplement, et dans des conditions pratiques très 
acceptables, à la solution cherchée. 

Soit FG, une transversale quelconque; supposons que A 



6 



Fig. 473. 

(fig. 472), droite que nous supposerons parallèle à FG, se 
transporte parallèlement à elle même jusqu'à ce qu'elle vienne 
passer par le point Q (fig. 473); les points a, b' de la premièdre 
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figure viennent alors coïncider avec Q et les segments Oa, 06' 
sont deux infiniments petits donnant la relation 

^ . Oa KG 

D'ailleurs 

régalité (G) donne donc 

KG Oy^ojV 

KF'QU""ù>U'^ ^ 
C'est cette relation qui constitue le corollaire que nous 
avions en vue; elle permet de trouver le point w, point appar- 
tenant à une partie arbitraire du prolongement cherché. 
Celui- ci se trouve donc bien déterminé, si restreinte que soit 
la partie du terrain accessible sur laquelle il pénètre. 

34. La percée d'un bois. — - Ce problème de géomé- 
trie pratique a été sou- 






levé par quelques- • ^vr^^ 

uns (**) de ceux qui ont c "^.^ '^ :? ^^^- 

écrit sur cette matière ; B4.j:liïw-.n..!n>iA-^' 

il se rattache d'ailleurs «. / "^ - 1^ ^ / // 

intimement à celui qui / ^^^^"^^--^^^^/K^^^ / 

vient de nous occuper / ./^ 

dans le présent chapi- / ^^ 

tre. / ^y"^ 

Voici comment on /^^ 
peut poser le problème A^^ 
de la percée d'un bois. " ^•ô'' ^*^^' 

On imagine qu'un certain bois doit être traversé par 
une route, allant du point A au point B ; et l'on propose, 
pour achever le travail plus rapidement, de faire attaquer la 

l*) On voit qu*en supposant KF = KG, on déduit de là le théorème 
classique, relatif aux diagonales du quadrilatère complet 

(**) Voyez Bergery (toc. du p. 109). Bergery suppose que la direction 
de la percée est complètement donnée d*un cdté du bois ; dans ces con- 
ditions, le problème revient absolument à celui qui consiste à prolonger 
une droite au delà d'un obstacle; mais le problème, dans les termes où 
nous Pavons posé, présente un intérêt particulier. 
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percée, simultanément, aux points A et B, en traçant deux 

alignements, formant une seule et même droite. 

Ayant jalonné une droite quelconque B'A'C dans la partie 

accessible, traçons trois alignements parallèles, AA', BB', 

ce. Toute la question revient à déterminer le point C, qui 

se trouve sur le prolongement de AB. Une propriété connue 

donne 

AA \B-G--BB\A-C\ 

^^ ^ bT ' ^^^ 

cette égalité permet de calculer CC, quand on a chaîné les 
segments BB', B'A, A'C et A A'. 

Il est vrai que la formule précédente est, relativement, 
compliquée ; mais on peut, dans la plupart des cas, lui sub- 
stituer, pour la solution du problème en question, une éga- 
lité plus simple que nous allons indiquer. 

Le point G' est arbitrairement choisi ; supposons que, au 
moyen du cordeau, nous prenions A'C = A'A; puis, joignons 
GA' et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre en M 
avec BB', 

Nous avons 

AT/ 
GC' = MB'.i;^, 

et, par comparaison avec (1) 

MB'. A'G' = AA'.B'G' - BB'.A'G'. 

Mais nous supposons A A' = A'G', cette égalité prouve donc 
que 

MB = B'G'. 

De là une construction très simple pour déterminer le point 
inconnu G, avec la fausse équerre et le cordeau. 

On trace les parallèles AA', BB' et, avec le cordeau, on prend 
A'G' = A'A ; puis, toujours avec le cordeau, BM = B'G' ; la 
droite MA' et la parallèle à A A', menée par G', concourent au 
point cherché. 

On déterminera, de même un second point sur le prolon- 
gement de AB et Ton aura finalement, de part et d'autre 
du bois, les deux jalonnements qui doivent être prolongés pour 
exécuter, comme on Ta proposé, deux percées, partant des 
points donnés A, B, et constituant une seule et même droite. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 177 

Remarque I. — On peut avoir besoin d'évaluer, avant de 
Tentreprendre, le travail nécessaire pour obtenir la percée AB; 
en d'autres termes, on peut demander la longueur AB. 

Cette distance s'obtient en observant que 

Remarque II. — Le problème précédent est analogue au 
problème du tunnel; du moins, quand l'obstacle qu'il s'agit de 
pefcer est tel que les points A et B peuvent être reliés l'un à 
l'autre par un circuit rectiligne, se maintenant dans un ter- 
rain horizontal. Mais dans le cas, le plus ordinaire, où 
Tobstacle qu'il s'agit de percer, de A en B, appartient à une 
chaîne de montagnes, le problème présente alors plus do diffi- 
cultés; il exige l'emploi des formules trigonométriques et 
cesse d'être du ressort de la géométrie de la règle et de Téquerre. 

35. Les percées concourantes. — On suppose, dit 
TBergery (loc. cit.)f que deux allées pratiquées dans un bois 
concourent en à un rond-point, ou à la grille d'un château ; 
et l'on veut, en partant d'un 
point pris sur la limite du 
bois effectuer une percée nou- 
velle, partant de ce point, 
pour aboutir en 0. 

Au fond, le problème re- 
vient à mener, par un point, 
une droite allant passer par 
le point de concours inacces- 
sible de deux droites don- 
nées; et ce problème peut, 
comme l'on sait, se résoudre 
de bien des façons diverses; " ^^^' ^^^* 

notamment par la considération des pôles et polaires, comme 
Ta montré Bergery. 

■ Nous rapporterons d'abord la construction qu'il indique ; 
bien qu'un peu longue, elle offre l'avantage de résoudre le 
problème par des alignements, sans avoir recours à la chaîne, 
ou même au cordeau. 
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Soient A, i' les alignements donnés, concourant en ; il 
s'agit de mener par C une droite A' allant passer par ce même 
point 0. A cet effet, par G, on mène deux transversales AB', 
BA'; les droites AB, A'B' concourent en M. Par M, on trace 
une troisième transversale quelconque MA"B'; on obtient 
alors, comme l'indique la figure, un point C. La droite CC 
étant la polaire de M par rapport aux droites A, A', on sait 
que ce passe par le point 0, 

Le problème est donc résolu. On observera que les droites 
AB', BA' donneraient, par leur concours, un point en ligne 
droite avec GC; cette remarque fournit une vérification de la 
construction précédente. 
Voici, pour le même problème, une construction qui nous 
parait plus pratique; elle 
permet en même temps 
d'évaluer, à priori, le 
travail de l'entreprise, 
ou, si l'on préfère, la 
dépense correspondante. 
Menons, par C, des 
droites Cn, Cw' respecti- 
vement parallèles à A et 
à A'; puis, ayant tracé 
deux jalonnements arbi- 
traires mnp, m'n'p', pre- 
nons sur ceux-ci des 
points p, p' tels que 
np = mn, n'p' = m'n'. 
Si nous menons alors, par p dp', des droites 5, S' parallèles 
à a et à A', nous obtenons un point 0'. La droite O'G passe 
par 0; de plus, nous avons O'G ^ GO. Cette double remar- 
que nous parait résoudre complètement, et simplement, le 
problème des percées concourantes. 

36. La percée centrale. — On suppose qu'une route A, 
déjà tracée, traverse un certain bois U et l'on propose, en par- 
tant d'un point G, d'effectuer une percée nouvelle coupant la 
partie AB, interceptée par V sur A, en deux segments égaux. 




Fig.4 
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La solution de ce problème est des plus simples. Sur A, 
avec le cordeau, on prendra deux segments égaux AA.', BB' 
les points A', B' .w. w 

étant choisis de >^^!$f^"^7 

telle sorte qu'ils _a^^ a^a'v^'A'^^^.j 

soientvisibles,run 
et l'autre, du point 
G. Ayant mené 
MN parallèlement 
à A, la droite qui 
joint G au milieu 
JdeMNpasseéd- 
demment par le milieu I de AB. 

Si, généralisant ce problème, on voulait couper AB dans 

un rapport donné — ; on voit qu'on devrait prendre les seg- 
ments AA', BB' proportionnels à p et à g, puis partager MN 

dans le rapport — • / i • i 

^^ q (A suivre), 

EXERCICES DIVERS 

Par M. Boutin, professeur au GoUôge de Vire 

(Suite, voir p. 155.) 




51. — Si, par un point M pris dans l'intérieur d'un 
triangle ABG, on mène des parallèles aux côtés, ces parallèles 
déterminent trois triangles semblables à ABG. Le point M, 
pour lequel la somme des carrés des rayons des cercles 
inscrits ou circonscrits à ces triangles est minimum, est le 
point de concours des médianes. 

En désignant par x^ y, z les distances de M aux trois côtés, on démontre 

aisément : 

X y % ^ 

On doit chercher le minimum de 
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Ce minimum a lieu pour 

h'" h'^^h' 
ce qui caractérise le point de concours des médianes. 

Remarque, — Le lieu des points M tels que la somme des carrés des 
rayons considérés est constante est une coniquô dont le centre est le 
point de concours des médianes. 

A la somme des carrés, on pourrait substituer une fonction symétrique 

quelconque ; cette fonction passerait par un maximum ou un minimum 

X y % 
pour -.=-7=--, c'est-à-dire pour la môme position de M. 
fi n n 

52. — Si on a a 4- 6 4- c = o. On a aussi 
1« Sa* = - CLa^Y 
Sa» _ Sa» Sa* 

T ~T'T 

3« Sa« = - Sa*Sa» -+- \ (Sa»)« 
2 3 

40 ^' = ira*. Sa» 
7 6 
Sû^ _ Sa» Sa» 

7 5 2 

Q^ Sa»= -^ Sa».Sa*-h isa'Sa» 
10 3 

7« 7Sa»Sa* = SSa'^Sa» 

Sa** désignant la somme a** 4- 6" -H c". 

Toutes ces identités algébriques peuvent se démontrer d'une même 
manière, en faisant tout passer dans le premier membre, et en vérifiant 
que ce premier membre est alors divisible par a+ &+c. 

On pourrait en former d^autres pour des puissances d^un degré plus 
élevé, mais il ne me paraît pas aisé de trouver des formules générales. 

B3. — On considère toutes les paraboles qui ont même 
directrice et même paramètre, et sont situées d'un même 
côté de cette directrice. D'un point fixe de cette droite on 
leur mène un couple de tangentes OA, OB. Enveloppe de la 
corde de contact AB ? 

Soit F le foyer d'une de ces paraboles, d'après des théorèmes connus : 
10 La droite AB passe par F; OF est perpendiculaire sur AB. 
Le point F décrit une droite A parallèle à la directrice donnée D. 
L'enveloppe cherchée est donc une courbe telle que le lieu des pieds 
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des perpendiculaires abaissées d*un point fixe sur ses tangentes est une 
droite A; cette propriété caractérise une parabole, de foyer 0, et dont la 
tangente au sommet est A. 

54. — On considère le cercle trigonométrique; la tangente à 
ce cercle menée par Torigine A; un rayon OM faisant avec 
OA Tangle a; une droite MB parallèle à OA. Déterminer le 
rayon d'un cercle tangent à AB, à MB et au cercle trigonomé- 
trique. Le problème admet cinq solutions différentes; les 
cinq rayons peuvent être donnés par des formules logarith- 
miques, sans introduction d'angle auxiliaire. 

Soit y le rayon cherché. 

10 Le cercle est inscrit dans le triangle mixtiligne MBA, ou inscrit 
dans l'angle ABM, extérieurement au cercle trigométrique ; les deux 
rayons sont les racines de la même équation : 

y^ — 2y{2 4- sin a) + sin* a = o ; 
qui donne 



y, = 2yf2 sin - sin (45*» — - j 

î/j = 2\f2 COS - COS (450—-) 
4 \ 4/ 



4 \ 4> 

20 Le cercle est tangent à AB prolongé, il y a deux positions, les 

rayons sont racines de Téquation 

yi — 21/(2 — sin a) + sin^ a = o, 
de laquelle on tire 



^3 = 2^2 sin- sin (45" + -) 
4 \ 4/ 

= 2 v/^ COS - cos (45* 4- j) 



4 
3° Les deux cercles sont tangents en A. 

3/5 = r sin a. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. Henri Richaud, la lettre suivante 
qui intéressera certainement les amis, malheureusement 
trop peu nombreux, comme il le fait observer, de la théorie 
des nombres. 

« Il serait vraiment à souhaiter que les rares personnes 
qui s'occupent en France, d'analyse indéterminée fissent, de 
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réquation de Fermât, un sujet de recherches qui nous paraît 
particulièrement digne de fixer leur attention. Les calculs 
qu'on est obligé de faire, conformément à la méthode si élé- 
gante de Lagrange, pour déterminer une première solution 
X = p, y = q, eu nombres différents de zéro et de l'unité 
sont, comme Ta fait remarquer M. H. Brocard (*), sinon impra- 
ticables, du moins fort laborieux ; il importerait donc de les 
réduire autant que possible. C'est d'ailleurs ce qu'a com- 
mencé à faire M. H. Van Aubel (**) dans un travail remar- 
quable présenté en 1885 au Congrès de Grenoble, sous votre 
présidence. Mais, malheureusement, comme l'a remarqué 
M. Ed. Lucas, les valeurs de A qui donnent les plus grands 
nombres, pour les plus petites solutions, échappent à la 
méthode de l'auteur : il est vrai que, pour ces valeurs de 
A, on obtient, plus rapidement que ne le fait Lagrange, les 
valeurs cherchées, grâce aux théorèmes I et II du travail 
précité. Quoi qu'il en soit, il reste beaucoup à faire et je serai 
heureux si les quelques corrections, que je vous signale et 
que vous voulez bien insérer dans votre recueil, sont de nature 
à gagner la curiosité des chercheurs et à les faire méditer 
sur la célèbre équation x^ — Aj/* = it i, comme l'appelle 
Jacobi. 

P.-5. — J'ai relevé dans la note ci-jointe les erreurs que 
j'ai pu rencontrer dans la table de la 3* édition, lors du rappro- 
chement que j'en ai fait avec YEssai sur la théorie des nombres. 

Je vous donne enfin, à titre de curiosité, les valeurs d'à; 
et d'j/ satisfaisant à l'équation x* — i549y' = "^ i> ayant, 
pour me rendre compte des progrès réalisés, continué jusqu'à 
i6oo la table de Legendre. 

Pour a?* — i549 y^ = — i on a : 

X = 155,091,664,786,017,897,306,106,048,533,964,770. 

y = 3,940,603,592,440,589,186,792,668,219,155,493. 

A= 1549 = 8 X 193 -h 5 nombre premier. 

(*) H. Brocard. Notes élémentaires sur le problème de PcU; N. C. if., t. IV, 
1878. 

<**) H. van Aubel. professeur à TAthénée royal d*Anvers. Quelques notes 
sur le problème de PeU; A, F., Grenoble, 1885. 
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Errata à la S'"^ édition de la Théorie des Nombres 

d'Adrien Marie Legendre, 
(Table X, tome I, 2 vol. in-4, Finnin-Didot, 1830.) 

Valeurs de la 3« édition (fausses). Valeurs de la l*** édition (bonnes), 
X 



A 

ii6 

149 

171 

271 

3o8 

479 



y 
9S01 

910 

ii3582 

930S 
.70 



i3 
1 1 5974980600 

7044978537 

20 
2989440 

139591 
tS5o 



3i3 



9S01 

910 
II 3582 

930& 
170 

TT 

1 15974988600 
7044978537 

35i 



Correction (*) s 



20 

2989440 
130591 

^^^Q valeur fausse pour a?, 
3 1 3 1" édition, 

7850 



667 

749 
751 

809 



1071 19097 
4147.68 
1084616384.95 

I II» 

3963I020I76 
72933 I846679488242S3I8960 

266 1 36970677206024456793 

4S895«O«6O40 

valeur 



158534841933 
fausse pour Xy 3* édition. 

Oorrectlon : 



3i3 , 
1071 19097 

4i47«68 

1084616384895 

3963/020176 
7293318466794882424^18960 
206 I 36970677206024456793 
488080896190 



-^--^^ 00 valeurs de la 
14884989833 

1" édition, fausses pour x et pour y, 
433.852.026.040 
15.253.424.933 



823 



235 170..4903 644006 168 23 5 1 704 14903 644006 1 68 
819752743049763665 1 819752743049763665 1 

(*) Correction signalée par M. Catalan dans une note sur un problème drana- 
4yëe indétorminéey publiée dans les AtH dell' Academia Pontiflcia de Nuovi 
Linoei, t. XX, Rome, 1866. 
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ÉCOLE NAVALE 



ÉPREUVES ÉCRITES DU CONCOURS D'ADMISSION EN 1887 

Arithmétique et algèbre. 

I. De deux points et 0' situés k une distance 00' égale & 2a, comme 
centres, on trace deux circonférences égales de rayon R; à partir du 
point M milieu de 00', et dans le sens MO, on porte une longueur MA 
^ale à x^ et au point A on mène à la circonférence O la corde BG 
perpendiculaire à 00'; on joint 06 et on achève le trapèze isoscèle 
OBB'O'. 

On demande : 

1" De trouver Texpression du volume engendré par la révolution du 
trapèze OBB'O' autour de 00'. On examinera Tinierprétation dont cette 
expression est susceptible, pour les valeurs négatives de x^ lorsque les 
deux circonférences se coupent; 

2» De trouver les valeurs de x correspondant au maximum et aumânî- 
mum de la fonction 

(R +.a — a?) (R — a 4- a;) (a -h 2x); 

3*> De classer ces valeurs relativement aux racines de la fonction 
elle-même, et de déduire de cette classiflcation la condition pour que 
le volume engendré soit susceptible d'un maximum ou d*un minimum. 

II. Démontrer que si Ton désigne par R la partie entière de la racine 
carrée d'un nombre entier, par r le reste et par n la partie entière 

2R 11 

du quotient — y la racine exacte est comprise entre R + - et R-{ — r-^ 
r n n-f-I 

Sur une circonférence de rayon égal à Tunité on donne un arc AB 
égal à ? (en parties du rayon); on partage cet arc en m parties égales 
et on mène les cordes qui joignent les points de division voisins; sur 
chacune de ces cordes comme hypoténuse on construit un triangle 
rectangle isoscèle ADG; démontrer que si m croît indéfiniment lé pro- 
duit des distances des sommets de ces triangles au centre, c*est*-à^ire 

(OD)" a pour limite e^ ou e^ suivant que les triangles sont rabattus à 
Textérieur ou à l'intérieur de Tare. 

(l"juin de 7 h. à 10 h. 1/2.) 

Géométrie descriptive. 

Étant données les deux droites OA et OB', Ja première OA située 
dans le plan horizontal et faisant avec la ligue de terre xy un angle 
de 40o, la seconde OB' située dans le plan vertical et faisant avec la 
ligne de terre xy un angle de 50** , on demande : 

■ ^— ■— ^i»» — — — ^— , — — ^^— ^^ 

(*) Questions empruntées au recueil publié par la librairie Morent- 
Foucart (20, rue <ie la Sorbonne). 
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!• De tracer les projections OC, OC d'une droite passant par le point 
faisant avec OA un angle de 70% avec OB' un angle de 45» et située 
par rapport au plan AOB' du môme côté que Ox; 

%• De tracer les projections de Taxe du cône de révolution passant par 
les droites OA, OB' et la droite OG OC précédemment déterminée. 

(2juin, de2h. à31i. 1/2.) 

Calcul tiigonométrique. . 

Calculer les valeurs de x comprise entre 0» et 360» qui satisfont à 
l'équation 

« •23,3382s/sinl77''l2'i8" 

(2 juin, de 4 h. à 5 h.). 

Géométrie et géométrie analytique. 
Géométrie, 

Énoncer et démontrer succinctement les principaux théorèmes qui 
permettent d'établir que le rapport de deux pyramides est égal au pro- 
duit du rapport des surfaces des bases par le rapport des hauteurs. 

Application. — Trouver Texpression numérique du volume d'une pyra- 
mide dont la base est donnée en mètres carrés, «oit 8mq254 et la hau- 
teur en mètres soit : 4", 3 2 lorsqu'on prend pour unité de volume le 
tétraèdre régulieur dont la hauteur est égale à l"*. 

Géométrie analytique. 

Étant donnée Téquation 

Xfajï — ad?) — at/ (a? — î/ — a) = 
dans laquelle a désigne une quantité constante, positive, et X un para- 
mètre variable, on demande : 

!• De déterminer la nature des diverses courbes que peut représenter 
cette équation lorsque X varie de + «> à — 00 . 

2* De démontrer qu'elles passent par trois points et que le lieu de 
leurs centres est une ligne droite. 

S" De construire, pour une valeur donnée de X, le centre de la courbe 
correspondante et les tangentes aux trois points fixes. 

4* De trouver le lieu géométrique de ces courbes où les tangentes sont 
parallèles à Taxe des x. 



ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE 1887 



Mathématiques (3 heures). 

I. Inscrire dans un triangle ABC un rectangle DEFG dont un côté 
FG est placé sur BG, et tel qu'en augmentant la surface de ce rectangle 
de celle du triangle équilatéral construit sur FG on ait une somme 
équivalente à un carré donné K*. Discuter. 
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II. Ofl con&idère un triangle ÂBG, les trois hauteurs AA', BB', GC 
qui rencontrent le cercle circonscrit aux ])oints A', B', G', et on de- 
mande : 10 d'exprimer les longueurs AA', BB', GG', AA', BB', GG* en 
fonction des angles A, B, G du triangle ABG, *et du rayon R du cercle 

.. « ^ . -. AA' BB' GG' 

circonscrit; 2* de montrer que la somme vTi + TTi^r + •:=^^ ^st une 



constante. 



AA' 



BB' GG' 



III. Trouver les valeurs de jr qui satisfont à Téquation sinr j; = sin a 
4- sin(a 4- fc) + sin(a 4- 2A). On fera a = 8*25'37' h = 7^1^26', 

Épure (2 heures 1/2). (*) 

Un tétraèdre est placé sur le plan horizontal : un des côtés de la base 
a& (a est à gauche) est parallèle à la ligne de terre, et distant de cette 
ligne de 35"", sa longueur est de loo-"; les deux autres côtés ont pour 
longueurs ac= i23*"', bc= i lo"". L'arête Sa^ i3o"", Tarête Sc= i25"", 
Fangle dièdre formé par les deux faces abc et Sac est de 70». Gonstruiie 
ce tétraèdre. A partir du sommet S on prend sur Sa une longueur 80 
égale à 5o"* et du point comme centre on décrit une sphère passant 
par le sommet S. Trouver Tintersection de cette sphère avec le tétraèdre. 

Dans la mise à Tencre, on supposera enlevée toute la portion du tétra- 
èdre détachée par la sphère. 

Épure (2 heures 1/2). 

Un tétraèdre S ABG a sa base ABG sur le plan horizontal : aa'= 84"" *, 

a'b' = 99"" ; a& = 11 2""' \ 
-J^ 6c=r I44"-; ac= lyi"*. 
L'arête SA parallèle au plan 
vertical égale 1 36—, et fait 
avec Tarète AB un angle 
de 62». 

On demande : 1" de con- 
struire le tétraèdre; 2<* de 
mener la droite DE perpen- 
diculaire commune aux deux 
arêtes opposées SA et fiC. 
Du point O, milieu de 
DE, comme centre, on dé- 
crit une sphère avec un 
rayon égal à 22"»; mener 
à cette sphère deux plans tangents perpendiculaires à Taré te S G, et 
construire les sections de ces deux plans^vec le tétraèdre, 

Dans la mise à Fencre on ne conservera que la partie du tétraèdre 
comprise entre les deux plans. 




(*) Question annulée. 
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QUESTION 134 

^Intion par M. J* Ghapron, à Bragelogue. 



On considère un cercle A, de centre 0; soient AB un diamètre 
de ce cercle, et OG le rayon perpendiculaire à AB. On prend 

OF = FG = GH=5; 

2 

par le point H on mène une droite A' parallèle à AB, et par 
le point G une droite A'' également parallèle à AB. Cela posé; 
par A, on trace une transversale mobile, qui rencontre A en 
M, et A" en W. E/i M, on mène la tangente ^ A, et cette 
droite rencontre en I la perpendiculaire abaissée de M' sur 
AB. Soit K le point oii M'I rencontre A' . Démontrer : 4^ que 
le cercle 8 décrit du point I comme centre avec IK pour rayon, 
rencontre MI en un point dont le lieu géométrique est un 
cercle; 2® qu^ S passe constamment par un point fixe, le point F. 

1® Soient R un point du lieu, S le point de rencontre de 
AB et de IK, Les triangles 0MB, IMM' ont leurs côtés 




pçrpendiculaires ; ils sont semblables, et IMM' est un triangle 
isocèle. Le triangle IKR Test aussi. Par suite, MR ou IR — IM 
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égale M'K = IK - IM' = 5 . Dans le triangle OMR, les 

2 

côtés de Tangle droit ayant une longueur constante, Thypo- 
lénuse OR a une longueur invariable ; le lieu est une 

circonférence de rayon — y/3 concentrique à A, 

Le lieu serait encoFe une circonférence de centre 0, si 
les parallèles A', A" à AB étaient menées à des distances 
quelconques, fixes, de ce diamètre; car MR = M'K serait encore 
une longueur constante. 

2° Il faut prouver que IK — IF. Or 

IK = IS + 3 5, et ÎF^ = ÔS^ 4- ^^ 

2 

mais 



(!-^y> 



OS^ r= 01* - IS* = OM^ + MI^ - IS^ 

='R» + (IS -h R)« - ÎS^ (R = rayon de A). 

Donc 

ÎF"^ = R« 4- (IS -H R)^ - ÎS' 4- (I + SlV 
= 9?! + 3R.IS + ÎS^ = (iS + 3 ?y 

IF =^ IS -h 3 - , ou, enfin, IK = IF. 

2 



d'oh 



Par un calcul semblable, on trouve que 8 passe aussi 
par un point F', situé sur OG, quand les parallèles A' et A' 
à AB sont menées à des distances a et a + 6 de AB, si Tôû a 

206 = R«. 



QUESTION 158 

iloltttlon par E. Yigarié. 



Soit ABU un triangle : i^ Trouver un hexagone drcomcrit mi 
ceixle inscrit au triangle^ sachant que sur chaque côté de ABC 
sont deux sommets consécutifs de l'hexagone et que les diagonales 
joignant les sommets opposés sont perpendiculaires chacune à la 
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bissectrice de l'angle du triangle sur lesquels se trouvent les 
extrémités de cette diagonale; 2® La surface de cet hexagone 
est: 

— (2cb 4- 2ac 4- 2ab — a» — b'* - c*) (*) 

2p 

r, p, a, b, c, étant respectivement le rayon du cercle inscrit, 

le demi-périmètre f et les côtés du triangle ABC; 3^ Si Von prend 

un point quelconque, sur l'une dc'i diagonales joignant les sommets 

opposés de cet hexagone, la somme ou la différence des distances 

de ce point aux deux côtés du triangle auxquels se termine la 

diagonale est égale au diamètre du cercle inscrit; 4^ Traiter les 

mêmes questions pour les cercles ex-inscrits. 

(E. Lemoine.) 

l» L'hexagone DEFGHI dont les côtés sont parallèles à 
ceux du triangle donné satisfait aux condilions de Ténoncé, 
caries côttés IH et FG par exemple, si on les prolonge jus- 
qu'à Jeur rencontre 
en K, forment un 
losange AIKF circon- 
scrit au cercle ins - 
crit dont les dia- 
gonales sont perpen- 
diculaires. L'une de 
ses diagonales IF est 
diagonale de l'hexa- 
gone, l'autre-AK est 
bissectrice de l'angle 
A du triangle donné. 

2** Les diagonales 
de l'hexagone pas- 
sant par et étant 
partagées par ce 
point en deux parties égales, les triangles GOH, DOE sont 
égaux et DE = GH. Donc, dans cet hexagone les côtés 
«apposés sont égaux deux à deux; sa surface sera donc égale 




I i 



(*) ÉQoncô rectifié; renoncé portait, par erreur, -(...). 

P 
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au produit du demi-périmètre (DE + FG 4- IH) par le 
rayon r. 

Calculons DE. Les triangles semblables ADE, ABC ont 
leurs côtés proportionnels à leurs demi-périmètres, donc : 

DE p - a 



a p 
de môme : 

IH p - b FG p - c 

6 p c p 
d'oîi 

DE I m 1 FG ""^^ "" ^^ ■*" ^^P ~ *^ ■*" ''^^ " 


c) 


p 

p(a + b + c) — a* — b* — c* 2p* — a*— b* - 


• c» 


P P 
2ab + 3«c + 26c — o* — 6' — c* 





2p 

La surface de Thexagone a donc pour expression : 

— (206 -h 2ac ■+■ 2bc — a» — 6* — cM. . 
2p^ . 

3** Si Ton prend un point sur Tune des diagonales IF par 
exemple, les distances de ce point aux côtés AB, AG, ont une 
somme ou une diflFérence constante suivant que le point con- 
sidéré est sur la droite IF ou sur son prolongement. CeJa 
résulte d'une propriété connue du triangle isocèle. Dans le 
triangle isocèle lAF, la hauteur qui est la quantité constante 
est égale au diamètre du cercle inscrit. 

4^ Désignons par 0' le centre du cercle ex-inscrit situé dans 
Tangle A et par 7\ son rayon. Si nous menons au cercle 0' 
des tangentes parallèles aux côtés du triangle, nous obtenons 
un hexagone concave MNPQRS dont les diagonales passeront 
par le point 0' et y seront divisées en deux parties égales* 
La diagonale PS est perpendiculaire à la bissectrice AO', les 
deux autres^sont perpendiculaires aux bissectrices extérieures 
GO', BO'. 

Gomme précédemment, les côtés opposés de cet hexagone 
sont égaux et sa surface est : 

ra(MN + PN -h PQ). 

Les triangles semblables AMN, ABC ont leurs côtés pro- 



/ 
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portionnels à leurs demi-périmètres et on a: 

MN ^ AN _ AM __ A M + MN + NA _ p 

abc 2p ~~ p -^ a 

or 

ba 



PN = GN - GP et GN = AN - 6 = 



p — a 
Mais 0' est le centre du cercle inscrit au triangle AMN, le 
calcul fait précédemment montre que 

gp=.amP-:i-" = ^p-">. 

p p — a 

Donc: 

PN = GN-GP = ^^-^^^~ ^l 

p — a 
Do même : 

PQ= ^LzJk,zJ}. 

p ^ a ' 

le demi-périmètre sera par suite : 

MN + PN + PQ = P^ + Q^ + «g - g(P - c) - à(p - b) 

p — a 

_ ^ ^ _ a^-b^-c^-2bc-h2ab+2ac 

p — a 2(p — a) " 

L'expression de la surface cherchée sera donc ; 

— r (a* — ^2 _ ç2 _ 26c 4- 2ab 4- 2ac). 

2(p —a) ^ 

Si Ton prend un point sur une diagonale, PS par exemple, 
la somme ou la différence (suivant que le point est sur PS 
ou sur son prolongement) des dislances de ce point aux 
côtés AB, BC est égale à la hauteur du triangle isocèle SAP, 
hauteur qui est égale au diamètre du cercle ex-inscrit 0'. 

On arriverait à des résultats analogues en considérant les 
autres cercles ex-inscrits. 

Nota. — Dans ses Exercices dive7\^ de Mathématiques 
Elémentaires (/. E, 1883, Exercice VIII), M. E Lemoine a in- 
diqué la construction do Thexagone dont il est question dans 
la première partie de l'énoncé. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



255- — Décrire une circonférence qui passe par deux 
points donnés et qui soit telle que les tangentes menées d'un 
autre point forment un angle 2a, aussi donné. 

(Ignacio Beyens.) 

256. — Par un point quelconque H pris sur la base BG 
du triangle isocèle ABC, on élève à cette base une perpendi- 
culaire qui coupe AB en B^ et AG en G^. Démontrer que les 
symétriques du point H par rapport aux milieux respectifs 
de BBi et de CG^ sont en ligne droite avec le sommet A. 

(D'Ocagne.) 

257- — ABC étant un triangle donné; soit D le point de 
contact avec BG, du cercle inscrit 0. On projette les som- 
mets B, G en E, F sur la bissectrice AO; puis Ton construit 
les parallélogrammes DEBG, DFGH. 

Gela posé : 1® Les points B, G, G, H appartiennent à une 
<iirconférence; 2*^ le centre de cette circonférence et le centre 
du cercle inscrit sont également distants du côté BG. 

(E. Catalan.) 







ERRATA 


(*) 


b 


Pagolî4, 


Ugne 5, en remontant : 










Au lieu de : 




Lisez : 






{hada]^ 




{ha - da)^ 


ligne 3, 


en 


remontant, 

2 ha 




2ha 


ligne 2, 


en 


remontant, 
a 

2 




as 

— • 

2 



(•) Communiqués par M. Galopeau. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DB LONGGHAMPS. 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 



SUR QUELQUES CERCLES REMARQUABLES 

(cercles ds nbuberg et de m'cat). 

Par M. Emile Visarié. 

{Suit€t voir p. 169). 



II 
GRRCLES DE m'gAY 

10. Définition. — Si Ton construit, sur les trois côtés 
BC, CA, AB d'un triangle ABC comme segments homologues, 
des figures semblables Fa, Fb, Fc il existe une infinité de 
systèmes de trois points en ligne droite; ces points décrivent 
trois circonférences Ma, Mb, Me qui ont reçu la dénomina- 
tion de cercles de MXay, 

Ces cercles remarquables que nous allons faire connaître 
ont été étudiés particulièrement par M. M'Gay (Transactions 
of the Royal Irish Academy, vol. XYIII, pp. 453-470) et dans 
une lettre adressée à M. Casey, M. Neuberg qui les avait 
déjà signalés dans Mathesîs (t. I, p. 76), a proposé de les 
appeler Cercles de JU'Cay (J. Casey, A Treatise...^ p. 2S3). 

11. Lenune I. — Si Von construit trois triangles sem- 
blables BGJa, CAJb, ABJc, le centre de gravité du triangle JaJbJc 
coincide avec celui de ABC (*). 

(*) Ce théorème généralisé par M. Laisant [A. F. Congrès du Havre, 
1877) et par M. Neuberg {Nouvelle Correspondance^ t. VI, p. 475) peut 
8*énoncer ainsi : (voir MalhesiSy t. I, p. 167 ; t. II, pp. 59, 76). 

Si, sur les côtés d'un polygone plan Ai A, ... AkA., on construit des triangles 
semblables AiB^A), AjB.Âa ... AnBnÂ,, les deux systèmes de points [A|, A, 
... A»), (B,, B, ... Brt) ont même centre des moyennes distances. 

M. Laisant a ensuite communiqué à M. Neuberg (voir Malhesis, t. II 
1882, p. 59) la généralisation suivante : 

On fait tourner les côtés d'un polygone gauche A,Aj ... AnA„ d'un même 
angle et et dans le même sens, autour des axes parallèles A.U,, A,!), ... AnUn ; 
sur les nouvelles positions Ai A,, AjAV ... AnA'i de ces côtés, on prend les 
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Ce théorème, dans le cas particulier où les points Ja, Jb, 
Je divisent les côtés du triangle dans le même rapport, se 
rencontre déjà dans les Collections mathématiques de Pappus 
(voir V Aperçu historique de Ghasles, p. 44). Le cas général 
a été signalé par M. Laisant au congrès du Havre (Associât, 
française^ 1877) et par M. J, Neuberg dans la Nouvelle cor- 
respondance mathématique Aq M. Catalan (1880, pp. 47S et S12). 
M. Neuberg nous en communique la démonstration suivante: 

Soient G le centre de gravité de ABC, m le milieu de BG. 
Si on imprime au sommet A le déplacement AA^ le centre 
de gravité a du triangle A^BC sera sur une parallèle Ga à 

AA-i et Ga = - AA|. Autrement dit; quand un sommet subît 

un déplacement AA^, le centre 4e gravité subit, dans une 
direction parallèle, un déplacement trois fois moindre. Sup- 
posons que les trois sommets éprouvent des déplacements 
AAi, BBi, CGi. Pour avoir le centre de gravité du triangle 
A-jB^Ci il suffit de mener 

Ga parallèle à AA^ et égale à -r AÂ^, 

aô parallèle à BB^ et égale à - BB^, 

Py parallèle à GG^ et égale à-GG^. 

3 

Si les trois triangles ABA^, BGB^, GAG^ sont semblables, 
les droites AA^, BB^, GG^ sont proportionnelles à AB, BG, CA 
et forment entre elles des angles égaux aux angles B, G, A 
du triangle ABG. Donc la ligne GapY se ferme d'elle-même et 
Y coïncide avec G. 

La même démonstration s'étend à un polygone. 

12. Lemme II. — Deux figures semblables et semblablement 
disposées peuvent toujours être rendues homothéliques par une 
rotation autour d'un point de son plan. Ce point est appelé centre 
de similitude ou point double. 



longueurs A,B„ AjBj ... AnB» proportionnelles à A,Aj, k^ky ... AnA,. Les 
deux systèmes de points (A,, A,, Aj ... An), (B,, Bj, B3 ... Bn) ont même 
centre des moyennes distances. 
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Étant donné un système quelconque points A, B, G ... si 
sur les rayons vecteurs SA., SB, SG..., on détermine les points 
A', B', G'-, tels que 

SA' _ SB' _ SC' _ _ 

SA" SB"" se" ••• "" ' 
on a deux systèmes homothétiques ; les droites qui joignent 
deux couples de points 
homologues tels que 
AB, A'B' sont paral- 
lèles et dans le rapport 
I : K. Si on fait tour- 
ner le second système 
A'B'G' autour de S, il 
vient se placer par 
exempleen A'B'G'. Les 
systèmes ABG,A''B'G' 
sont simplement sem- 
blables, par consé- 
quent ils se correspon- 
dent points par points 
de manière que les 
segments homologues 
A^B" et AB sont dans le rapport constant K et font entre 
eux Tangle a. 

Réciproquement, si deux systèmes A^B'^C... et ABC... 
jouissent de cette propriété, on peut trouver un point S tel 
qu'une rotation autour de ce point rend les systèmes homo- 
thétiques ; ce point se trouve à Tintersection des circonférences 
rnA'B", mWB\ 

Lorsqu'on connaît le point double S et la figure ABC... on 
passe à la figure semblable A'^B'G'... en faisant tourner les 
rayons vecteurs SA, SB, SG... d'un angle constant a, et en mo- 
difiant les longueurs de ces rayons dans le rapport constant K. 

Construisons un angle aSa" égal à Tangle de rotation a 
et prenons les côtés Sa, Sa" dans le rapport E : i . Tous les 
triangles SAA\ SBB" seront semblables à Saa*. Ge triangle 
Saa' indique donc la déformation qu'il faut faire subir à la 
figure ABG... pour passer à la figure A'B'G'... un tel triangle 
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peut être appelé triangle modulaire de Fa et F^, parce qu'il 
indique le mode de déformation. 

Soient maintenant Fa» F5, Fc trois figures semblables, Sa le 
point double de F^ et F , Se, celui de Fo et Fc, Se celui de 

Fa et Ffc. 

Une rotation de Fa autour de Se rend Fa homothétique à F?,; 

- F, — Sa - Fft — Fe; 

— Fc — Sfc — Fc — Fa. 

Ces trois rotations combinées avec les modifications des 

rayons vecteurs dans les rapports 7 > - > ~ , où a, 6, c, sont 
•^ ^ b c a 

trois segments homologues de Fa, F^, Fc changent Fa en F^, 

Fb en Fc, Fc en Fa c'est-à-dire reproduisent la première 

figure ; il en résulte que le triangle modulaire correspondant 

à Fa et Fb étant aSp, celui de Fb et Fc étant pSy, celui de 

Fa et Fc est nécessairement ySa 

Si donc Ja, Jb; Je sont trois points homologues de Fa, Fb, Fc, 

les triangles JaJbSc, WcSa, WaSb seront semblables à afS, 

pyS, yaS. (A suivre.) 

VARIÉTÉS 



SDR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de liongchamps* 

(seconde partie) 

(Suite, voir p. 171)^ 



CHAPITRE IV 

LA DISTANCE AU POINT INACCESSIBLE 

Nous abordons maintenant les différents problèmes qtii 
concernent un point supposé inaccessible. Parmi ces pro- 
blèmes, le plus connu, et aussi le plus intéressant, est celui 
qui se propose de mesurer la distance d'un point donné, 
accessible, à un autre point inaccessible. 
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Nous avons déjà, au chapitre II, à propos du problème de 
la largeur de la rivière, examiné ce problème, pour lequel 
nous avons indiqué diverses solutions. Mais nous reprenons 
ici cette intéressante question pour la traiter par des procédés 
variés et avec les développements qu'elle comporte, 

37. Les solutions par la fausse équerre.— Première 

Solution. Soit G le point situé dans la partie inaccessible U; on 
propose de déterminer la distance du point donné 0, à ce pointC. 
Dans la partie accessible V, traçons un jalonnement AB 
et prolongeons, suivant OD, la ligne OC. Plaçons ensuite 
la fausse équerre en un point ..;,'c 

arbitraire A et jalonnons la direc- ,,'''// » 

tion AD donnée par Tune des ,. - ' / / 

branches, l'autre branche étant /////j/^:'''y///.^///^//;//L ^ 
dirigée suivant AC. Sans toucher ^Mâl^^^^^//< fV/'f'^,////a//// 

aux branches qui indiquent alors 
l'angle DAG, on détermine, par ^^' '^*- 

tâtonnements, un point B de A, duquel on voit les points G 
et D sous un angle supplémentaire de DAG. Nous disons 
qu'il ne faut pas, -pour l'opération que noi^g décrivons, 
modifier la position des branches de la fausse équerre; 
car, suivant qu'on vise deux directions des branches, ou, au 
contraire, Tune d'elles et la direction opposée de l'autre, on 
obtient évidemment deux angles supplémentaires. En un mot, 
la fausse équerredonne, en même temps, unangle ô et Vanglei: — 6 . 
Ayant mesuré, avec le ruban divisé, les longueurs OA, 
OB, OD le théorème de Ptolémée donne 

OAJOB 

®^--0D~' 

Deuxième Solution. — Traçons, dans la région du terrain 
sur laquelle oh peut opérer, une base OA et jalonnons les 
parties accessibles OE et AG desdroites MO et MA. 

Si nous effectuons le tracé qu'indique la figure, dans 

laquelle GD et AB sont parallèles à OE, une propriété co^nnue 

donne 

i ^ t i 

ÔM^ Gi3 "" ab' 
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- A 



Cette égalité permet de calculer OM, quand on a mesuré 

CD et AB ; ce calcul se trouve d'ail- 
leurs immédiatement fait quand on 
possède une table des inverses des 
nombres entiers. Nous avons déjà, 
précédemment, et à plusieurs repri- 
ses, fait allusion à celle-ci; et nous 
aurons encore, dans la suite, plus 
d'une occasion de préconiser son 
emploi dans les opérations d'arpen- 
tage. Nous allons, dans le paragra- 
phe suivant, faire connaître, à propos 
du problème qui nous occupe, la 
pratique de cette table. 
^•^* ^^^' Mais avant d'aborder cette expo- 

sition, nous indiquerons encore deux solutions, presque aussi 
simples que la précédente et qui s'appliqueraient au cas où, 
pour de certains motifs, les chaînages ne pourraient être faits 
que sur la droite allant du point donné au point inaccessible. 

Troisième Solution. — Prenons, sur la partie accessible de 

OM, un point arbitraire Q pour 

le joindre à un autre point A, 

pris en dehors de OM, mais, 

bien entendu, dans la partie 

accessible. Menons alors CB 

parallèlement à OQ; soit D le 

point de concours des lignes OC, 

BM; AD coupe OM en un 

point P. 

Nous allons montrer que 

i _ I I 

ÔM "" ÔP "" ÔQ' 
En effet, le triangle AOP et 
la transversale BDM donnent 
MO DP BA_ 

mp'da'bo - ^' ^^ 

On a, de même, en considérant le triangle APQ et la 



■M 




Fig. 480. 
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transversale CDO 

91.^.9^=. (2) 

OQ DP CA ^ ^ 

Multiplions (1) et (2) ; en observant que GB étant parallèle 
à OM, . les rapports — > ^^ sont égaux, il vient 

MO.OP = MP.OQ, 

ou 

OM.OP = (0M- OP)OQ 
ou enfin 

_!.__; L. /*^ 

OM ~" OP OQ* ^ ^ 

On peut alors, comme dans la solution précédente, pour 
calculer rapidement OM, utiliser la table aux inverses; on 
observera, et la figure a été faite pour montrer Tutilité de 
cette remarque, comment la construction précédente s'appli- 
que à la mesure de grandes distances Le triangle OAQ, qui 
sert de base aux opérations, peut être tracé dans un espace 
de terrain aussi restreint qu'on voudra; seulement, dans le 
cas oii le point M est très éloigné de 0, les droites AP, AQ 
sont très voisines Tune de Tautre. En effet, si PQ tend vers 
zéro, OM croit indéfiniment. 

Quatrième Solution. — Pour obtenir la distance du point 
au point inaccessible A, on choisit un point 0' dans la 
partie accessible et. 



•A. 




avec la fausse équerre, 
on relève l'angle OO'A. 
On peut alors jalonner 
une droite O'B dirigée 

de telle façon que OO'B çp-^^ "^^^ \ Fig. w, 

soit précisément le 

supplément de l'angle OO'A, chose bien facile puisque la 
fausse équerre donne tout à la fois un angle et son supplé- 
ment. La perpendiculaire élevée au point 0' à la droite 00' 

(*) Celte propriété remarquable, sous une forme diftërente, fait partie 
des trente^huit lemmes de Pappus sur les Porismes d'Ëuclide (Ghasles, 
let trois livres des Porismes, p. 89; lemme VII). 
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rencontre OA en un certain point C; la ponctuelle OBCA est 
harmonique et Ton a 

I __ 2 I 

ÛÏ~'ÔiG ""Ob' 

38. La table des inverses. — Imaginons le tableau 
suivant dans lequel la colonne désignée par N renferme la suite 
naturelle des nombres entiers, tandis que en regard de ces 
nombres, et dans la colonne I, sont écrits leurs inverses. 



N 


I 


N 


I 


N 


I 


2 


0,5 


68 


0,01470 


• 


• 


3 


0,3* 


69 


0,01449 


1 


1 






4 


0,25 




• 


1 


1 




i 


5 


0,2 




• 


\ 


1 




» 


6 


0,16* 




• 


\ 


1 




1 


/ 


0,14285 




0,012987 


12-J 


0,004.10 


• 
• 


• 
• 




• 
• 


328 

• 


0.00438 

• 


• 

33 


• 

o,o3 


93 


• 
0,010752 


• 
• 


• 
• 


34 


0,02941 




• 


• 


' 


35 


0,02857 




• 


• 


• 


36 


0,027* 




• 


• 


• 


• 


• 


97 


o,oio3i 


396 


0,IOll 


• 


• 


98 


0,01020 


• 


• 


• 


• 


99 


0,01 


• 


• 


66 


o,oi5 


100 


0,01 


• 


• 


67 


0,01493 


• 


• 


• 


• 



(*) Nous avons, comme on le voit, fait figurer dans ce tableau, quel- 
ques nombres seulement, pour donner une idée de sa composition. 

L'astérisque placée à côté d'un cbifFre veut dire qu'il doit être 
indéfiniment répété. Ainsi nous écrivons o,3* au lieu de o, 3 3 3... pour 

représenter ^. De même, 0,027* est écrit à la place de 0,02777. • • 
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Voici l'usage qu'on peut faire de cette table. Supposons 
connus les nombres a, b et admetions d'abord que Ton con- 
sidère seulement des nombres entiers. Dans la tab e, en 
regard des nombres a et 6 se trouvent écrits deux nombres, 
dans la colonne I; on eu fait la ditlerence 8. Avec un peu 
d'babitude, cette différence peut se l'aire de tête; puis, on 
cherche, daas la colonne I, le nombre 8. Si 8 se trouve 
écrit dans cette colonne; en regard, oa pourra lire là dis- 
tance cherchée. Si non, ou trouvera que 8 est compris entre 
deux nombres consécutifs S', 8" de la colonne I ; en prenant 
pour X le nombre entier écrit en regard de 8', ou celui qui 
est placé en face de S", on aura, à une unité près, par défaut 
ou par excès, la longueur inconnue. 

Ainsi, de simples lectures permettent de trouver la longueur 
de X et cette observation s'applique à toutes les formules 
dans lesquelles entrent uniquement Tinverse des quantité^s 
données et l'inverse de l'inconnue, sous une forme linéaire. 

Appliquons ceci à quelques exemples numériques. 

i^ En cherchant la distance d'un point à un point inac- 
cessible (lig. 479) on a relevé CD = 33 et AB = 36. En face 
de ces nombres, on lit dans la table : o,ô3 et 0,027*. La 
différence est o,oo25. On cherche ce nombre dans la colonne I 
et, en regard, on lit 396; le point inaccessible est donc à 396 
mètres du point oh l'on se trouve placé. 

2® Prenons un autre exemple, et supposons que les opérations 
du chaînage fournissent les nombres suivants : 

AB = 93, CD = 77. 



qui représente — . Lorsqu'une barre est placée au-dessus de plusieurs 

chiôres conséculit's, ce signe indique que U partie formée par Tensemble 
de ces cliittros doit dire indétinimcui reprodui.e. 

D'après cela, o,o3 veut dire o,o3o3o3. .nombieégalà ^; de môme 0,0 15 

«a O,oi5i5i5... =» -?>• 

66 

Dans la pratique, il suffirait, pour le plus grand nombre de cas, d'avoir 
une table s'étendant aux nombres de x à 1000, les inverses étant calculés 
avec 5 ou 6 décimales. 
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La ttble donne pour les nombres inverses correspondants t 

0,010752, et 0,012987, 
dont la différence est 

O,002235. 

On cherche ce dernier nombre dans la colonne I et Ton trouve, 
en regard de 448, le nombre 0,002232; et, 0,002237, en face 
de 447. La distance demandée est donc~447'°, par défaut; et 
448"*, par excès. 

En effectuant directement le calcul, on trouve que la dis- 
tance exacte est : 

447,5623. 

Mais, dans la pratique* et pour de telles distances, il suffit 
de connaître, à un mètre près,, la longueur inconnue; 
d'ailleurs, les erreurs qui s'attachent nécessairement aux opé-» 
rations pratiques Métermi ant les longueur^ des segmente 
accessibles, ne permettent pas, évidemment, de compter sur 
une approximation plus forte. 

3® Choisissons ua dernier cas, dans lequel les longueurs 
considérées sont plus petites que celles que nous avons envi^^ 
sagées dans les exemples précédents. Il faut alors; bien 
entendu, que les mesures soient prises avec plas d'approxi* 
mation et tout au moins, à un décimètre près. 

Imaginons donc que nous ayions trouvé 

AB — 9°,90, et CD = 6'",9o. 

En observant que la formule que nous employons : 

I _ I I ' 

cd~CD""ÏB' 
peut s'écrire, quel que soit l, 

III 



X.X À. CD X.AB 
on voit qu'on pourra toujours, par l'application de cette' 
remarque, se débarrasser des décimales pouvant entrer dans 
l'évaluation des nombres qui représ ntent les longueurs AB, 
CD; il suffira de les multiplier par uue certaine puissance de 
10 et. après avoir fait le calcul avec les nouveaux nombres, 
on divisera le résultat obtenu par une puissance de 10, égale 
à celle que l'on a introduite. 
Ainsi, dans l'exemple numérique que nous considérons, 
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nous-pFendrons, dans la table, les nombres 

0,01449, 0,01010 

qui correspondent à 69 et à 99; la différence donne 

0,00439. 

Nous reportant alors à la table, nous trouvons que les 

nombres 

227 et 228 

correspondent, respectivement, à 

0,00440 et o,oo438. 

D'après cela la distance cberchée est comprise entre 

22^,70 et 22*",8o. 

Le calcul direct donne 22"',77 ; mais, encore une fois ces 
opérations effectuées sur le terrain ne component pas assez 
de certitude pour qu'il y ait lieu de rechercher quelques cen- 
timètres, en plus ou en moins, sur une pareille longueur* 
La tùlérancp^ c'est-à-dire la différence qu'on peut accorder 
entre les résultats obtenus et les résultats vrais, ne comporte 
pas des approximations aussi grandes ; elles ne doivent donc 
pas être recherchées. 

Ainsi, la table des inverses, dont nous venons d'indiquer 
le maniement, fournit .toute l'approximation désirable, toute 
celle du moins qui est compatible avec les erreurs inévitables 
des mesures que l'on doit effectuer pour la recherche de la 
longueur inconnue. 

On observera que la construction indiquée par la fig. 479 

peut être réalisée en prenant, pour base des opérations, un 

terrain aussi limité que l'on voudra et que les points 0, D, A 

qui servent de base à la construction sont arbitrairement 

choisis. Dans ces conditions, et avec le secours de la table 

aux inverses, on voit que la solution que nous venons de 

proposer a bien, au plus haut degré, le caractère pratique si 

désirable pour le problème que nous venons de traiter, l'un 

des plus importants dans l'art de la guerre. 

(A suivre.) 
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EXERCICES DIVERS 

Par IL WmMm, ptofieneur aa Collège de Viro 

(Siri'e, Toir p 179; 



55. — Trouver la somme des n premiers termes de la suite : 
c I I I 

S= : :=L-i := :=^-i- 



11/2-1-2/1 2/3 + 3/2^ fi\/fn-n-(in-i)/n 

On a, en tiansfonnani. 



I 



n^'n + I -h(iH- i; \n ^ \'n ^ i 
d'où S=i--J=^. 

• Pour ns=oo, S= i. 

66. — X étant < i ; p, 9, r étant trois nombres premiers 
entre eux. Calculer les sommes de la suite : 

sachant que les coefficients a» ont la valeur o, 1,2, ou 3, sui- 
vant que n n'est divisible par aucun des nombres p, q^ r; 
ou est divisible par l'un d'entre eux ; ou par deux d'entre 
eux, ou par tous les trois. 

Cette suite se somme immédiatement en obserrant qu'on peut la 
considôref comme résultant de l'addition des progressions géomé- 
triques décroissantes 

xf I x-P-HJ^i» -f ... 

On Toi t) en effet, qu'une pareiUe somme remplit toulcs les conditions 

données; donc 

ajP aj^ av 

S = ~~ h — — 4- . 

I — a-P 1—0:9 I — x^ 

Ou pourrait généraliser. 

57-, — p, q, r. . . t étant des nombres premiers distincts 
trouver la somme des inverses de tous les nombres entiers 
qui n'admettent pas d'autres diviseurs premiers que ceux qui 



/OUHNAL DE MATHÉAfATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

figurent dans le groupe considéré. On démontrera, que les in- 
verses des nombres entiers consécutifs ont une somme qui 
croit au-delà do toute limite. De la comparaison de ce résultat 
avec le précédent, on déduira que la suite des nombres 
premiers est illimitée (*). 

On peut voir que, en appelant S la sommo des inverses des nombres 
considérés, S + 1 est le produit des progressions géométriques décrois- 
santes : 

I I 

I H 1 — , -f- . . . 

! I 

I H h-+ ... 

9 9' 



I I 



•-^ o PQ^ • • • * 

Donc S -h I -- r 



(P- 0(9- !)..(«- 
Si le nombre des nombres premiers était limité, quelque grand qu*on 
le suppose la suite S + i, comprendrait, eu embrassant lous les nombres 
premiers, les inverses de tous les nombres entiers; S + i se confondrait 
avec la sôrie barnoniquc; mais cet e dernière est divergente; donc 
rnypoihèse en question est fausse, et la suite dos nombres premiers est 
illimitée. 

58, — D'un point quelconque M de la médiane OC d'un 

triangle rectangle ABC, on abaisse des perpendiculaires MI, 

MQ sur les côtés OA UB de l'angle droit. Trouver le lieu 

du point de rencontre des droites BP, AQ, 

La considération de triangles semblables montre que le lieu en ques- 
tion est la mcdi'ine OG. 
On peut généraliser, par projection > pour un triangle quelconque. 



UN ERRATUM 

Par M. J * Chapron. 



Dans son article (**) sur le produit des termes d'une pro- 
gression arithmétique. M. Ch. Gujesse ramène la question à 
trouver la somme des produits p à p des n premiers nombres; 



(*) On pourra consulter, à propos de cet exercice, V Arithmétique de 
M Amigueâ. Llngénieuse démonstration, ici indiquée, est due à Ëuler. 

G. L. 
(**; Voir Journal, 1886, p. 176. 
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mais la première formule gu'il donne pour cet^objet est 
inexacte. 

Soient n quantité^ a, 6, c..., Si^ la somme de leurs produits 
ft à A; S'il la somme de leurs k"^ puissances. Cherchons 
le total des produits 5 à 5 : le raisonnement sera général» 
Calculons aUbcde; si Ton considère a comme fixe, bcde 
prendra toutes les valeurs dont le total constitue S4, sauf 
celles contenant a; si donc, pour la valeur de l'expression, 
à^hcde^ nous avions écrit aS^, il eût fallu retrancher, de aS^, 
tous les produits 4^4 contenant a ou a*^bcd; si Ton avait 
retranché a*S|, Ton aurait retranché en trop les produits 
3 à 3 contenant a et par suite Ton devrait ajouter a^JlbCy etc. 
Après ces corrections successives, on aura donc : . 

aJlbcde - aS* — a>S, -i- a»S, — a*S^ -\- a» 
de même 

bllacde = 6S, - 6«S, -h 6»S, - ¥S^ -\- 6» 



Ajoutons ces égalités : 

Dans le premier membre, un produit quelconque abede se 
trouvera répété cinq tois; on a donc: 

5S5 = 8481 — 8^82 •+• 8.^83 — 8^84 -4- 85. 

En général, 

p8p = 8j,— 185 — 8p_2S2 -H 8|,_383 — . . (A) 

On peut, du reste, le voir autrement : 

Regardons a, h, c, d.,. comme les racines d'une équation 
algébrique; en lui appliquant les formules de Newton ser- 
vant à calculer la somme des puissances semblables des 
racines, on trouvera, pour la p°® relation, la formule (A). 

En se bornant à la première marche on observera qu'on 
trouve ainsi une démonstration indépendante de Tideutité de 
la division et de la théorie des dérivées, employées ordinai- 
rement dans les traités d'algèbre pour établir les formules 
de Newton. 

En particulier, si a, 6, c, d... sont les nombres de la suite 
naturelle, cette relation de récurrence donnera successivement: 

n{n -h T)(n — i)(3n 4-2) n*(w+ i)*(n— ï)fn— '2) 

s. = ~— -, s,.-- -^ 



s, - 
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(n -H T)>»(n — î'/n — 2)(n — 3Hi5w«-4- i5w* — ion— 8) 



10.24* 

_ fi ^(n H- i)Vn -- T)(n - 2){n - 3)(n - 4)(3n« - n - 6) 

20.24* 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 

(SESSION DE JUILLET 1887) 



BORDEAUX 

Mathétnatiques. 

— Déterminer les couples de valeurs de â? et de y satisfaisant aux équations 

X^ — 2,iy-^2X — I r^ o, 

y- — 2at/-f-22/ — I =0. 

— Sur un côt(S donné BG« on const uii un triangle isocèle BAC, et 
des points B ei G, on abaisse des perpendiculaires BD et CE sur les 
côtés partant du point A. On dési^çne par K le poiut de r^D contre de ces 
perpendiculaires et par L le point de rencontre de AK et de BG. Dé jaontrer 
qa» la li/iie LE e^t tangente à la circouférenco circon;>crite au quadrila- 
tère AEKD. 

POITIERS 

Mathématiques. 

— Deux nombres positifs ont pour somme 2a; le quotient de la somme 
de leurs quatrièmes puissances par la somme de leurs carrés est égal & b, 
1* Calculer la différence de ces deux nombres; i* a étant donné, entre 
quelles limite') doit ôtre compris le nombre b pour que le problème soit 
possible ? 3' Faire le calcul numérique des formules trouvées en suppo- 
sant a = 20, 6 = [ 20 1 . 

'^ On fait tourner un trianvrle quelconque ABC autour de la tano^eote 
au cercle circonscrit menée par le sommet A. Exprimer en fonction des 
côtés a, bf e du triangle : 1* L'aire eugenlrée par le côté a; 2o le volume 
eugendre par le triangle. — Cas particulier où A'.= ^o\ 

■ ■ ' ..■■—_--■ . ■ . . , .^ ■ . 

CERTIFICAT D'ÉTUDES DE I/ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(GHARENTE-INFÉRIEURE - JUILLET 1887) 



Mathématiques. 
-^ Résoudre Téquation 



X 1—05 2(3 — ag) _X'\-i 



24 20 i5 21 
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*- Dans un losange ABCD dont les diagonales sont données ? ÂX}=za 
BD = 5, on inscrit un cercle dont on deinai.de le rayon en fonction de 
a et de b. — G «Iculer la surface de C(3 cercle en supposant a=zô^ 6^4. 
, lÊuoncés comuiuiiiqué8 par MM. Monsdllut et Gaiopeau.i 



BACCALAURÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

SESSION DE NOVEMBRE 1886 (•). 



NANCY 



-^ fîtablir tes relations fondamentales qui lient les six lignes trîgono* 
métriques d'un môme arc. 

— Connaissant cot^ a, trouver les- cinq autres lignes de Tare a. Appli- 
quer les formules trouvées au cas particulier a =r 3 0. 

— Étant donne un demi-cer(;ie, déterminer, i-ur la direction de son 
diamètre une lougueur OP = x^ telle qu'eu menant par P une tangente 
PM au cercle et en faisant tourner la figure autour de AP, les volumes 
engeudrés par les deux porlloDS 0MB ei BMP du triangle OMP soient, 
équivalentes. 

PARIS 

-^ Trouver les côtés d*un triangle rectangle connaissant le périmètre 
3a de ce triangle et sachant que ses côtés forment une progression 
arithmétique 

— Enoncer et démontrer le principe des forces vives dans le cas d^un 
point matériel libre soumis à l'action d'une force constante en grandeur 
et en direction. Vérifier ce principe dans le mouvement d'un corps qui 
tombe librement dans le vide. 

MONTPELLIER 

— Calculer les angles et les diagonales d^un quadrilatère inscriptible 
dont les côtés sont donnés. 

Retnarfiue, — Après avoir déterminé les cosinus de Tun des angles, on 
en déduira le sinus, le cosinus, la tangente de la moitié du même angle. 

— Un levier uorizunt<il aB, dont le centre do grav.té roincide avec le 
point d*appui 0, est en équilibre sous Taclion de deux forcer de gran* 
deur douuée P et Q. On admet que la charge supportée par le point 

d^appui a une direction verticale. Détermi.iCr les augles a et ^ que font 
avec AB les forces P et (J, a.nsi que liutenKite de la chaige R. 

Données • OA = a ; OB = 6 ; P, Q. 

Incounucs: a, ^, R. 

(*) On trouvera des solutions de ces questions dans la publicatioa 
(Journal général de V enseignement secondaire spécûU. etc...) à laquelle nous 
avons emprunté les énoncés et qui est éditée par M. Foucart (20, rue de 
la Sorbonne). 
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QUESTION 171 

CENTRE DES PARALLÈLES ÉGALES ET POINTS DE JEttADEK (*) 
Solution et déTeloppemeiiti, par M. E. Vigarié. 



I. — Centre des parallèles égales. 

!• Problème I. — Trouver dans le plan du triangle ABC, 
un point P tel que les parallèles aux côtés, limitées au périmètre 
du triangle, soient égales entre elles (**). 

Soient AbAc, B^Bc; GaC^ les parallèles de longueur l menées, 
par P, parallèlement à BG, GA, AB et A'B'G' le triangle obtenu 



(*) On pourra consulter sur ce sujet : 

1. E. Hain. — A. G. H. t. 57, p. 400; t. 61, p. 257. 

2. J. Neuberg. — Question 20 [M. 1881, pp. 148, 158). Solution de M. Bro- 

card et notes de M. Neuberg, 

3. J. Neuberg et Jerabek. — Sur un hexagone équilatéral (M, 1881, p. 191). 

4. E. Lemoine. — A. F, La Rochelle, 18S2, pp. 126-128. 

5. — Exercices divers de math, élém. {J. E. 1884-85, Ex ; 19 ,33). 

6. — Sur les points associés [A, F. B/of», 1884. J. 5. 1885, p. 201). 

7 . -« Bulletin de la Société mathématique de France, 1884 (§ 16). 

8. — JV. A, M, 1884, pp. 120-121. 1885, p. 221. 
D. G. Boubals. — Question proposée il i [J. E. 1885, p. 71). 

10. G.deLongchamps. -^Généralités sur la Géométrie du triangle J. £.1886, 

p. 232). 

Pour les renvois aux mémoires cités, nous indiquerons seulement, 
dans la suite, le nom de Fauteur et le numéro d'ordre de Tarticle. 

{**) La question 171 (Boubals, 9), est ainsi énoncée: 

IQ Trouver dans te plan dun triangle un point Pi tel que les parallèles^ 
menées de ce point aux trois côtés , déterminent sur ces côtés , trois segments 
égaux entre eux; 

2* Trouver dans le plan d*un triangle un point P tel que les parallèles menées 
dei ce point aux trois iHtés, et limitées à ces côtés, soient égales entre elles; 

3* Démontrer que Us deux points P, Pj et le centre de gravité G du triangle 
sont en ligne droite et que PG = 2P,G. 

Le point P dont il est question est appelé, è cause de cette propriété, 
centre des parallèles égales, 

La, question 20 (Neuberg, 2) comprend la deuxième partie de Fénoncé 
précédent, et M. Neuberg pose, en outre, celte question: 

2* Démontrer que t inverse de la longueur commune de ces parallèles est 
égale à la demi-somme des inverses des côtés du triangle. Examiner le nombre 
de solutions. 

Ces questions sont, résolues dans la présente note. 
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en menant par A, B, C, des parallèles aux côtés opposés. 
Désignons par 8a, 85, 8^ les distances de P aux côtés et par 
ha, hb, hc les hauteurs de ABC. 
Les triangles semblables ABC, AA^Ac donnent : 
AbAc ha — K t ^ 2/S 

Or a{fia — BJ... sont les coordonnées barycentriques de P par 
rapport à A'B'C, comme elles sont inversement proportion- 
nelles à a, 6, c, P est par rapport à A'B'C le réciproque du 
centre du cercle inscrit à A'B'C; ou, par rapport à ABC, Tanti- 
complémentaire du réciproque lo du centre du cercle inscrit 
à ABC. 

Relations métriques. — Coordonnées de P. On voit faci- 
lement que les coordonnées barycentriques de P sont pro- 
portionnelles à : 

III III III 

abc abc abc 

on voit en outre que P est extérieur à ABC, lorsqu'une hau- 
teur est plus grande que la somme des deux autres. 
Valeur de 1. — De la formule (1) on conclut: 

a(ha - K) -+- Hh - Bb) 4- c{hc - 8,) =: S = 2is(- +{ + -\ 

\a b cj 

donc 



1 2\a b c) 



3. Points algébriquement associés à P dans A'B'C. 
— Les points algébriquement associés à P, dans A'B'Cî', sont 
ici les réciproques des centres des cercles ex-inscrils à A'B'C. 
Les parallèles menées au triangle par ces points P^, P^, P^ 
sont égales trois à trois et ont respectivement pour longueurs : 
_ 2ahc - _ 2'/6c , 2abc 



— ab -\- bc -{- ca ^ ~ ab — bc-\- ca * ab -h bc— ca 
les quatre longueurs /, /^, /J,, ï^ sont liées par la relation: 

I I I I 
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et Ton a 



If 1' 

a = 



m' 



ce qui montre qu'on peut calculer, ou construire^ les trois côtés 
de ABC connaissant trois des longueurs 1, 1^, IJ,, lé.. On voit alors 
que 1, r^, Ib le sont les diamètres des cercles inscrits et ex-inscrits 
à un triangle ayant a, b, c pour hauteurs (Lemoine 5). 

Les points P, P^, PJ,, PJ peuvent être construits de la 
manière suivante ; (Neuberg 2. — Lemoine 8) : 

Soient A^, B^, C^ les pieds des bissectrices intérieures, Aj, 
Bj, C, les pieds des bissectrices extérieures. Les droites A'A^, 
B'Bj, C'Ci concourent au point P. Les intersections de 
droites (A'A^, B'B„ G'GJ, {A'A,, B'B^, G'C,), (A'A„ B'B^, G'Gi) 
sont les points P; P; P;. 

4. — Les parallèles aux côtés de ABG, menées par P, déter- 
minentj sur les côtés de A'B'G', trois segments égaux. 

Soient A^, A'j,; B^, B^; G^, CJ,; les points oîi ces parallèles 
coupent les côtés de A'B'G', on a: 

B;g; = PA, + PA, = A,A, = / 
de même 

a;c; = /, b;a; = i. 

En résumé 



ah -\- bc + ca 
Par conséquent; 

Si par le point I^ (*) complémentaire du centre des parallèles 
égales on mène des paf'allèles aux côtés, les segments des côtés 
compris entre ces parallèles sont ^gaux, > 

Les points I^ et P étant complémentaires sont en ligne 
droite avec G; on a d'ailleurs (**) 

2GIo = GP. 

(A suivre,) 

(*) Ce point a été étudié par M. d'Ocagne, sous le nom de Point de 
concours des'antibissec rices {J. E, 1S80 pp. 158-164.) 

(**) Cette proposition achève de résoudre la question 171 (Boubals 9). 
Le point lo, dont il est ici question, est celui que M. Boubals a désigné 
par Pj. 
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QUESTION 142 

liolatioii» par J. Chapron, à Bra$çelogne. 



SoierU ABC «n triangle^ le centre du cercle circonscrit; 
par je mène une droite quelconque qui coupe respectivement 
BG, GA, AB, en m, n, p. Soient m', n', p' les symét^Hques 
de m, n, p, par rapport à 0; démontrer que les droites Am', 
Bn', Gp' 56 coupent sur le cercle circonscrit à ABC. — Gêné* 
raHser le théorème par projection et en déduire la consti^ction 
par points d'une ellipse, dont on connaît le centre et trois points. 

(E. Lemoine.) 

Convenons de désigner en général le symétrique d'un 
point par rapport à 0; par la même lettre qui désigne le 

point, en ayant soin d'ac- 
centuer cette letlre; de 
sorte que m\ B', par ex- 
emple, sont Içs symétri- 
ques de m, B. 

Les droites A'm, B'n, C'p 
se coupent sur la circon- 
férence circonscrite; car, 
si Ton désigne par K le 
point d'intersection de A'm 
et de B'n, l'hexagone 
AA'KB'BG étant tel que 
ses côtés opposés AA' et BB', A'K et CB, KB' et Gk con- 
courent aux points 0, m n, situés en ligne droite et que cinq 
de ses sommets" soient sur la circonférence circonscrite, lo 
sixième K, y est aussi. On verrait de même que A'm et 
Cp se coupent sur cette circonférence c'est-à-dire en K. 

Les droites Am', Bn', Cp' symétriques de A'wi, B'n, C'/> se 
coupent donc en un point K' situé sur la circonférence. 

G. Q. F. D. 

La généralisation par projection du théorème proposé 
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n^offre aucune difficulté, et l'on peut démontrer directement, 
par une méthode tout à fait semblable à celle que nous 
venons d'employer, le théorème suivant, qui comprend cette 
généralisation. 

Soit ABC un triangle, le centre d'une conique circonscrite 
à ABC ; par 0, je mène une droite quelconque qui coupe respec- 
tivement BG, G A, AB en m, n, p; soient m', n', p' fe^ symé- 
triques de m, n, ppir rapport à 0. Les trois droites Am', Bn', 
Cp' se coupent sur la conique. 

Ce théorème permet évidemment de construire par points, 
très simplement, une conique connaissant le centre et 
trois points A, B, G. 



QUESTION 147 

(iolation, par M. Ghapron. 



qX* -f- bx -H c 

Élant donnée la fraction -7— — r? ;> on forme l'équation 

' a X* -t- b X 4- c ' ^ 

Ax* + 2Bx + C = 0, donnant les valeurs de x pour lesquelles la 

fraction est maxima ou minima. Le polynôme B* — AC est un 

produit de fondions rationnelles de a, b, c, a', b', c'. Trouver 

les facteurs de ce produit ? (Weill.) 

Si Ton pose 

ax' 4- fep + c _ 

a'x^ 4- b'x + c' " ^' 
les valeurs limites de y sont données par Téquation 

j/2(6'a — 4aV) + yi^ac' + 4ca' — 266') -+- 6* — ^ac = o, 
et les valeurs correspondaEftes de x par la formule 

b-b'y 



X = 



2 (a - a' y) 

Si l'on élimine y entre ces deux relations, on obtient 
l'équation donnant les valeurs de x qui rendent la fraction 
maxima ou minima. Cette équation devient, 

{aV - ba')[(ab' - 6a')x» 4- 2(ac' - ca> 4- (6c' - c6')] = o. 
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On a donc 
B« - AG = {ab' - &a')2 | (ac' - ca'Y - {aV - 6a')(6c' - cV)\. 

L'expression de B* — AG est bien égale à un produit de deux 
facteurs rationnels des coefficients. On peut d'ailleurs expli- 
quer la présence du facteur singulier aV — ba\ 



QUESTION 163 

Siolution par M. E. Vigarié. 



Inscrire dans un triangle ABG trois rectangles^ reposant 
chacun sur un côté, et tels que leurs diagonales soient égales et 
passent par un même point. 

Cette question qui a été énoncée par plusieurs auteurs 
(Voir Lemoine, A. F. Lyon, 1873, § 8; — Lille, 1874, § 2; — 
A. MoREL, /. E,, 1883, p. 197) peut se déduire immédiate- 
ment de la question n® 5, déjà résolue (*) (/. E. 1884, p. 106; 
— /. E. 1886, p. 180). 

Par le point K de Lemoine menons A^Ac, BaBc, CaCb, anti- 
parallèles à BG, GA, AB. On sait {V. /. E. 1883, p. 197) que 
ces antiparallèles sont égales, qu elles sont divisées au point 
K en deux parties égales, et que leurs extrémités sont six 
points d*une circonférence, de centre K, appelée Deuxième 
cercle de Lemoine. 

Les deux triangles GoA^Bc, BaGbAc satisfont à l'énoncé de la 
question n® 5 car ils sont inscrits dans une même circonfé- 
rence, ayant pour centre le point de Lemoine de ABG; de plus, 
leurs côtés sont perpendiculaires à ceux de ABG. 

Il est facile de voir que les rectangles G^BcGaBa, AcGaAbGô, 
BaÂbBcAc satisfont à l'énoncé de la question n® 163. En effet, 
chacun d'eux repose sur un côté de ABG et leurs diagonales 
sont égales puisque ce sont les antiparallèles aux côtés du ' 
triangle et qu'elles passent par un même point, le point de 
Lemoine de ABG. 

[*) M. Ghapron nous a fait, de son côté, la même observation. 

G. L. 
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QUESTION 201 

{Solution par M. Louis Prixge, élève de mathématiques élémentaires 

au lycée de Grenoble. 



Une droite AB esl partagée, par un point variable M, en 
deux segments additifs ou soustractifs; sur chacun des seg- 
ments on décrit un carré; démontrer que la dî'oite qui joint les 
centres des carrés enveloppe une parabole, (A. Boutin.) 

Soient P, les centres des carrés construits sur les seg- 
ments AG, CB; M le milieu de AB. Prolongeons AP, BO jus- 
qu'à leur rencontre en D; 
traçons DG et PO qui se 
coupent en I. Le lieu de I 
est une droite, car I est le 
milieu de GD dans le rec- 
tangle GPDO. Or : 

PÎG=: 2 PDG 

et GÏM = 2GDM 

PIM = PÎG H- GÏM = 2(PDM) = 90«. 

On voit que le lieu des projections de M sur les droites PO 
est une droite ; donc PO enveloppe une parabole, de foyer M, 
et dont la directrice est perpendiculaire en D à MD. 

La démonstration subsiste pour les segments soustractifs ; 
mais alors les carrés considérés doivent être situés : Tun, au- 
dessus; l'autre, au-dessous du segment AB. 

Nota. — Solutions analogues par MM. G. Russo, à Gatanzaro ; Ignacio 
Beyens, à Gadis; J.-B. Perrin, professeur général à l'Ecole J.-B. Say; 
H. Martin (lycée Gondorcet) ; J. Pangaut (institut Sainte Marie, à Besançon). 




QUESTIONS PROPOSÉES 



258. — Théorème (*). Elant donné un quadrilatère in- 
scriptible ABGD, on en déduit deux autres, ABEF, ABGH, 
tels que ADH, AEG, AFG, BGG, BFD, BEH soient six lignes 

(*) Généralisation de la Question 254, proposée par M. Mannheim. 
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droites. Gela posé : 1® Si Tun de ceux-ci est inscriptiblc, 
l'autre Test également, et les côtés CD, EF, GH sont paral- 
lèles; 2« si Fun des côtés EF, GH, est parallèle à CD, Tautre 
Fest également, et ABEF, ABGH sont inscriptibles. 

Remarque. Dans Fhexagone DFECGH ; 1« les côtés DF, GC, 
et la diagonale HE, concourent en un point B ; 2® les côtés 
CE, HD, et la diagonale GF, concourent en un point A; 
3» les côtés EF, GH sont parallèles à la diagonale CD (*). 

(E. Catalan.) 

259. — Par le centre d'un cercle G on fait passer un 
cercle quelconque C, de centre 0'. On mène, au cercle G, une 
tangente qui coupe le cercle G' aux points A et B. Démontrer 
que les secondes tangentes, menées des points A et B au cercle 
G, se coupent sur la ligne des centres 00'. (D'Ocagne,) 

260. — Si les racines de Féquationdu quatrième degré : 

a?* 4- ajX' 4- ajX* ■+■ a^ 4- a^ = o 
sont en progression arithmétique : 
1® La raison r de la progression est donnée par la formule : 

r = ± — yj ibol— 4oa2. 

2® Les deux termes extrêmes sont les racines de FéquatioD; 

40a;* H- 2oa,aî — iiof H- 36a, = 0. 
3^ Les deux termes du milieu sont les racines de Féqualmi 

20â5* 4- lOûiX 4- of 4- 40, = b. 

[G. Busso^fi Catansaro,) 



C) Ce résultat s^accorde avec un théorème connu {Mélanges malhéma- 
liquesy t. II, p. 2d0). 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DB FER. — IMPRIMERIE CHAU. 
^ RUB BERGÈRE, 20, PARIS. — 16492'7. 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 



SUR QUELQUES CERCLES REMARQUABLES 

(cercles de NEUBERG ET DE M*CAï). 
Par M. Emile Visrarié. 

(Suite, voir p. 193). 



13. Théorème VII. — Dans les figures semblables Fa, 
Fb, Fc, construites sur BC, GA, AB, on peut trouver une infinité 
de systèmes de trois points homologues Ja, Jb, Je en ligne droite; 
ces points décrivent trois circonférences Ma, M^,, Me/ la droite 
JaJbJc tourne autour du centre de gravité G de ABC (*). 

Première Démonstration (J. Neuberg). — Soient 
Sa le point double de Fb, Fc; 
Sb - - F„ F,; 

« Se - - F«, F5. 

SaSbSc est le second triangle de Brocard. 

Soient aussi Sap, S^y, Sya les triangles modulaires. 

Les triangles ia^h^c, JbJcJa seront semblables à afS, PyS; 
par conséquent Tangle ScJ^S^ est égal à tu - apy. Donc le 
point Jb décrit une circonférence M5 passant par Sa, S^. De 
même les points Ja, J^ décrivent des circonférences Ma, M^ 
passant par S5, Se et Sa, S^. Ces circonférences se coupent 
en un point M parce que les angles des segments capables 
sont supplémentaires des trois angles du triangle apy. 
Uangle SaJbJc étant constant, l'arc qu'il intercepte sur la 
circonférence M^ est constant; donc JaJc passe par un point 
fixe du cercle Mb . Cetle droite passe aussi par un point fixe 
des cercles Ma , Me . Ces trois points fixes coïncident néces- 
sairement avec le point commun aux trois cercles; sans quoi, 
la droite JaJb Je serait unique, ce qui est impossible. 

' * ■ I II r ti .. I iit^ fc 

l*) A cause de l'importance de cette prqpositioD, nous en donnons 
plusieurs démonstrations difiérentes, dues à trois savants géomètres. 
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Ce point M, dans le cas où Fa, F^, Fc sont construites sur 
ces côtés BC, CA., AB, coïncide avec le centre de gravité G. 




Deuxième Démonstration (M*Cay). — Les trois points homo- 
logues Ja, Jb, Je sont situés sur une même ligne droite L, 
Comme G est le centre de gravité de JaJJc, L passe néces- 
sairement par G. 
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Si l'on considère L comme une droite de Fa, il lui corres- 
pond dans Fb une droite L' passant par J^ et par G' homo- 
logue de G considéré comme faisant partie de Fa. Mais Tangle 
de L et L' est constant et égal à BGA, dont Jb est sur la 
circonférence du segment capable de l'angle G et décrit 
sur GG'. 

De même si G" et L' sont dans Fc les homologues de G et L 
considérés dans Fa, on voit que Je est sur la circonférence 
du segment capable de Tangle A décrit sur GG" (*). 

Le point Sa sera son propre homologue dans F5, Fc 
et correspondra à un certain point Sa de Fa. Les points 
Sa, Sa, Sa formcot donc un système de points homologues 
de Fa, Fb, Fc qu'on peut considérer comme positions parti- 
culières de Ja, Jb, Je* 

Concluons de là que les circonférences Ma, Mb, Me lieux des 
points Ja, Jb, Je passent respectivement par 

JNJa . '. . Lr, Oa> "^6» «^c» 
Mb • t , Cj, Oa, i^bf ^c> 
JVle . , , Ijr, Oa, ^b? ^c» 

Les points Sa, Sb, Se sont les projections de sur les symé- 
dianes de ABC, ce sont les sommets du seconi Iriangle de Bro- 
card, Les points Sa, Sb, Se sont les sommets du troisième 
triangle de Brccard (voir § 16). 

Corollaire. — Les axes radicaux du cercle de Brocard avec 
les cercles Ma, Mb, Me de AfCay sont les côtés du second triangle 
de Brocard. 

Troisième Démonstration (J. Casey). — Soient la, Ib, le 
trois points de Fa, Fb, Fc extrémités de trois cordes parallèles 
des cercles de Neuberg Na, Nb, Ne. Soient aussi Da, Db, De 
les milieux des côtés de ABC. Divisons les droites Dala, 
Dblb» De le aux points J», Jb, Je dans le rapport i ; 2. Les 
droites GJa, GJb, GJ(f seront respectivement parallèles à Ala, 
BIb, Cle*, donc elles se confondent. 

(♦) G, G', G' étant trois points homologues, G est leur centre de gra- 
vité; donc G' et G' sont symétri(îues par rapport à G, 
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14. Équations des cercles de M'Cay. — /® Coordonnées 
barycentriques. Les coordonnées barycentriques de Ja et Da 
étant respectivement 

(a,p,r)(o,i, i) 

les coordonnées de !« sont 

(3a, 3.8- I, 3y- i) 
ou bien 

(3a, — (X -f- 2p — y, — a — p -f- 2y). 
En portant ces valeurs dans l'équation baryccntrique du 
corcle Na de Neuberg, on trouve Téquation du cercle Ma 
de M'Cay : 

V flipy "" T 2 *(^^^ cos A.a 4- a'p + a'y) =: o. 

Les équations des cercles M5, Me sont analogues. 

2° Coordonnées cartésiennes, — En prenant pour axes BC 
et la perpendiculaire élevée en son milieu, on trouve que le 
cercle Ma a pour équation 

awcotffo) a* 

X^ 4r y^ ^ ^ ^ H -^ o, 

3 . 12 

On aurait de même les équations des deux autres cercles de 
M'Cay. 

On voit immédiatement que : 

Les cercles de Neuberg et de M'Cay ont leurs centres situés 
deux à deux sur les médiatrices du triangle (perpendiculaires 
aux milieux des côtés). 

16. — Soient 0" le centre du cercle circonscrit à ABC et 
A'B'C le premier triangle de Brocard, on a 

OMa = ~— y OA' = — ^— ' 

6 2 

Donc OMa . OA' = ^' 



12 

c'est Texpression de la puissance du point par rapport à 
Ma. Si donc, K est le point de Lemoine de ABC, on voit que 
A'K est la polaire de Pa par rapport à Ma et que A' est le pôle 
de BG par rapport à Ma, nous avons ainsi cette proposition : 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 221 

Les sommets du premier triangle de Brocard sont respective- 
ment, par rapport aux cercles de M'Cay, les pôles des côtés du 
triangle ABC. 

16. Définition. — Si A"B''0'' est le second triangle de 
Brocard, les droites A"G, B"G, G"G coupent respectivement 
les cercles de M'Gay aux points A'", B'", C". Le triangle 
A'"B'"G"' dont les côtés sont doubles de ceux A^B^'G'' est 
appelé par M. Gasey (A Treatise.,. p. 2o5) le troisième triangle 
de Brocard, Il est facile de voir que les sommets du troisième 
triangle de Brocard sont les anti-complémentaires des sommets du 
second triangle de Brocard. Ses sommets sont les poinis 
S'a, S',,S', (voir § 13). 

17. — Pour ne pas allonger démesurément cette note, 
nous énoncerons simplement, en terminant, quelques pro- 
priétés des cercles de M'Gay : 

1^ Si, par le centre de gravité, on mène une tangente à l'un 
des cercles de M'Cay, les cordes interceptées dans les deux 
autres cercles sont égales. 

2° Le cercle M^ est le lieu des centres de gravité de tous 
les triangles décrits sur BC et ayant môme angle de Brocard 
que le triangle donné. 

3° Si la médiane D^A coupe M^ en L et le cercle circonscrit 
en V, DaL est égale à DaV et L est la pied de la perpendicu- 
laire abaissée de l'ortliocentro sur la médiane DaA. 

4^ Les droites joignant G au point le plus bas et au point 
le plus élevé de M^ sont les axes rectangulaires de l'ellipse 
maximum inscrite dans ABG. 

5^ Les cercles de M'Cay sont respectivement les figures 
inverses des côtés du premier triangle de Brocard^ par rapport 
au cercle dont le centre est G et qui. coupe orthogonalement 
le cercle de Brocard, 

6<> Les polaires des trois points homologues situés sur les 
côtés du triangle ABG, prises respectivement par rapport 
aux cercles de M'Cay, sont trois droites concourantes; le lieu 
du point de concours est le cercle de Brocard du triangle. 
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NOTE SUR LE QUADRILATÈRE HARMONIQUE 

Par M. Clément Thiry, étudiant à la Facalté des Sciences de Gand. 



Préliminaires. — Toutes les propriétés de la géométrie 
du triangle ont été généraUsées successivement dans le qua- 
drilatère (*), dans l'hexagone (**) et enfin dans les poly- 
gones (**^). Mais pour que l'analogie avec le triangle soit 
aussi complète que possible, il faut prendre des figures rem- 
plissant des conditions particulières. 

Pour le quadrilatère ABGD, dont il est seulement question 

ici, il faut qu'il soit inscripti- 
ble et qu'il existe dans son plan 
un point K (point de Lemoine du 
quadrilatère) tel que ses distan- 
ces aux côtés soient proportion- 
nelles à ces côtés. Il est facile 
de voir que pour que cette con- 
dition soit remplie il faut et il 
suffit que l'on ait : 

AB.CD = AD.BG. 
Le point K est alors détermmfe 
par l'intersection des diagonales et la figure a reçu le nom 
de Quadrilatère harmonique. 

Un quadrilatère harmonique est donc un quadrilatère 
ABGD, inscriptible, et tel que les rectangles des côtés opposés 




{*) VoirT R. Tucker. — Some properties ofa quadrilatéral in a circle, the 
rectangles under whose opposite sides are equal. (Société Mathématique 
de Londres, 12 février 1883.) A la fin de ce mémoire, sont données les 
recherches de M. M'Gay. 

J. Neuberg. — Sur le quadrilalèix harmonique. (Mathésis 1885, pp. 202- 

269.) 
(**) J. Gasey. — On the harmonie hexagon of a triangle. (Rojal Trish 

Academy, vol. IV, pp. 345-356, 26 janvier 1886.) 
(**•) G. Tarry. —Sur les figures semblablement associées. (Mathésis 1886, 

pp. 97, 148, 196.) . ^ , 

J. Gasey. — A Sequel to Euclid, 1886 [Theory of Harmonie Polygans, 

pp. 199-22>.) 
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soient égaux. Le théorème de Ptolémée prouve que la valeur 
commune à ces rectangles représente la moitié du rectangle 
des diagonales BC, AD. 

D'après ce que nous venons de dire, chaque diagonale est la 
s y médiane des triangles ayant les extrémités de cette diagonale pour 
sommets et Vautre diagonale pour hase. L'existence du point K 
exige d'ailleurs que les tangentes au cercle circonscrit^ menées 
aux extrémités d'une diagonale se coupent sur Vautre diagonale. 

Voici maintenant quelques propriétés que nous croyons 
nouvelles 

Pour abréger le discours, nous appellerons médianes du 
quadrilatère harmonique les quatre droites qui joignent les 
sommets A, B, G, D aux milieux M et N des diagonales BG, 
AD. Nous les représenterons par ma, Wb, Wc, ma- 

1 , — L'i produit de deux médianes opposées est égal au quart 
du carré de Vautre diagonale. 

Les deux triangles ADN, BDG sont semblables et donnent 

AB _ BN 

BU ~" BD' 

^,, AB.BD 
d'où BN = 



de même GN = 



d'où BN.GN =- 



BG 
AG.GD 

BG 
abnd 



BG^ 

2 TJ7T2 



Mais AD'.BG^ = ^abcd, 
donc BN.GN = m^mc = 



2. — Le produit des côtés est égal à quatre fois le produit des 

médianes, 

AD^ 
On a mtmc = 



IWaWd 



4 
BG^ 
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AE _ 2bc 
AM "" 6* -h c* ' 

ÂD^BC^ abcd 



d'où mami,mcmd = 



16 



3. — Le carré d'un côté quelconque est égal au double rectangle 
des médianes issues des extrémités de ce côté. 

Deux triangles semblables donnent immédiatement 

AB.AG = AD.Wa, 

AB.BD = BG.mb. 
On en déduit 

ÂB^AG.BD = AD.BC.maW6, 
mais 2AG^D = AD.BC, 

donc AB'^ = 2mamb. 

4. — La somme des carrés des côtés est égal au double rec- 
tangle de deux médianes issues des extrémités d'un côté quel- 
conque et terminées au cercle circonscrit. 

Nous avons 



AB' = 2AM.BN, AC^ = 2AM.cn, 
CD^ = 2GN.DM, DB^ = 2DM.BN, 
d'oïl a^ ^b^ -h c^ -h d' ^ 2(AM + MDXBN + CN). 

Mais R et V étant les points ou AM et BN rencontrent le 
cercle circonscrit, on sait que MR = MD, NV = NG; donc 

a2 -H 62 + c^ + d^ = 2AR.BV. 

Corollaire. — Le rectangle de dtux médianes issues des 
extrémités d\m côté quelconque et terminées au cercle circonscrit^ 
est constant, 

5. — La somme des inverses des carrés des côtés est égale 
à deux' fois Cinverse de ta puissance du point de Lemoine par 
rapport au cercle circonscrit {^), 

On a 6c=AD.AM; 

mais, E étant le point de Lemoine du quadrilatère, 



(*) Ce théorème m'a été communiqué par mon ami, M. Antoine Gob, 
élève à Técole normale des sciences de Gand, qui le démontre diflférem- 
ment. 
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donc bc = ^-^(b'-t ^, 

2bc 



ou 

de même 
donc 



I I 



6» c* AD.AE ' 
a^'^ d^~ DA.ÛE' 



I l I I 2/1 I 



a» 6^ c« û?2 DAVAE UE/ " AE.ED 



VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA. RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. G* de lions^champs. 

(seconde partie) 

(Suite, voir p. 196). 



40. La solution de Schooten (*). — Leà solutions 
précédentes nécessitent l'emploi de Téquerre, ou tout au 
moins celui de la fausse équerre; celle que nous allons 
indiquer maintenant, d'après Schooten, n'exige que des 
alignements. 

Cette solution repose sur la propriété des diagonales 
d'un quadrilatère complet qui se coupent en déterminant 



(*) Schooten, toc. cit, p. 160-162. 

Cette solution de Schooten a été retrouvée par Carnot dans son ouvrage 
sur la Corrélation des Figures (Duprat, libraire pour les mathématiques, 
an IX, § 191, p. 135), et donnée, sous son nom, dans l'ouvrage de Servois 
(p. 58). Mais elle est, coinme on le voit, bien antérieure à Carnot et, 
probablement, à Schooten lui-môme. 

Je profite de roccasion que me fournit ici le nom de Carnot pour 
réparer Pôubli commis par moi, lorsque j'ai.écrit l'introduction du présent 
ouvrage, en ne citant pas la Corrélation des Figures, la Géométrie de 
position et V Essai sur la théorie des transversales, parmi les importantes 
publications qui intéressent la Géométrie de la Règle. On trouvera 
d'aiUeurs, au chapitre suivant, la solution même de Carnot. 
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mutuellement, sur chacune d'elles, une ponctuelle harmo- 
nique. 

Ayant effectué , 
dans la partie acces- 
sible du terrain, la 
construction indi- 
quée sur la figure, 
laquelle ne demande 
que remploi du jalon, 
le théorème auquel 
nous venons de faire 
allusion donne 



CM "" GK CI 
On utilisera la ta- 
ble des inverses pour 
le calcul de la lon- 
gueur CM donnée par cette formule. Il faut, il est vrai, 
doubler le nombre qui, dans la table en question, est écrit 
en regard du nombre CI. Mais cette multiplication se fait 
sans effort et elle ne constitue pas une dérogation sensible 
aux conclusions que nous avons formulées plus haut, quand 
nous avons cherché à mettre en lumière les avantages gui 
ressortent de Temploi de la table aux inverses. 

41. La solution de Mascheroni. —Mascheroni, dans 
ses Problèmes de Géométrie pratique (*), etc., présente quinze 
solutions du problème qu'il énonce dans ces termes ; mesurer 
la droite OM dont on ne peut approcher qu'au point 0; mais, 
de ces solutions diverses, celle qui est certainement la plus 
pratique repose sur le théorème de Ménélaiis. 

Si l'on considère le triangle OBG et la transversale ADM, 
on a 

OA DB MG 



AB DG MO 



i: 



(•) Loc. cit.; édition de Bachelier, 1838: livre premier, problème II; 
p. 15. • 
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d'où, en remplaçant MG par OM — OC, 

OA.OG.DB ^ 

OM = M 

OA.DB - AB.DG // 

On peut simplifier notablement // 

cette solution, et Mcscheroni en a fait 
la remarque, en supposant: A aumi- / / 

lieu de OB; ou, dans une autre hypo- /' / 

thfese, D au milieu de GB. 

Le théorème de Gergonne fournirait 
une solution analogue. Gette solutiou, 
et aussi celle de Mascheroni, ne sont 
pas sans intérêt, même au point de 
vue pratique, parce qxï*elles n'exigent, 
comme celle de Schooten, que des ^«ô^- ^*^- 

jalonnements et Tusage d'un simple ruban, divisé en mètres. 

42. La solution de Téquerre. — Imaginons que Ton 
jalonne une droite A dans une direction 
arbitraire, . mais non perpendiculaire 
à OM ; puis, déterminons avec Téquerre 
la projection de M sur A et, du point 
A, ainsi obtenu, abaissons une perpen- 
diculaire AB sur OM. Nous avons 




A 



m. 



0M = 



OB 



et cette égalité permet, assez commo- 
dément, le calcul de OM ; celui-ci n'exi- 
geant, finalement, qu'une multiplica- 
tion et une division. 

On peut modifier cette solution 
comme l'indique la fig. i85 dans la- 
quelle le triangle rectangle B'A'M' 
donne 




A 

Fig, 48é, 



/! 



?^' 






72 



0'M' = 



O'A 



O'B' 



Dans cette construction, on sup- 
pose, bien entendu, O'A' perpendicu- 
laire «ur B'M'. 




A' 



B' A' 
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BACCALAURÉAT DE L^ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

(AVRIL 1887) 



POITIERS 

Mathématiques . 

Première série. — Relations fondamentales entre les lignes trigo- 
nométriques d'un même arc (énoncés et démonstrations). 

Application : on donne tg x^ et on demande de calculer sin x^ cos x, 
coséc X, céc X et cotg x. 

— Construire un triangle, connaissant le rayon du cercle circonscrit, 

un côté, et le côté du carré dont la surface est équivalente à la surface 

du triangle. 

Deuxième série. — Composition des forces concourantes. 

3 

— Trouver une fraction équivalente à - et dont la somme des carrés. 

5 

des termes est 306. 

CHAMBERY 

Étant donné un angle droit AOB et un point M dont les distances aux 
deux côtés de l'angle droit sont connues, mener par le point M une 
droite qui forme avec les deux côtés de l'angle droit un triangle de sur^ 
face donnée m^. 

— Démontrer que les forces en nombre quelconque appliquées 
à un corps solide peuvent être réduites à deux forces, dont Tune passe 
par un point donné. 

GRENOBLE 

— Trouver, en direction et en grandeur, la résultante de deux force» 
concourantes. 

— Étant donnée l'équation 

x^ + 2i2m — 1] rc 4- 3m» 4- 5 = 0, 
!• Déterminer entre quelles limites doit être compris m pour que ses raci- 
nes soient réelles ; 2" Examiner si lenombre-f-1 peut être compris entre 
les racines de cette équation ; 3* Calculer, en fonction de w, l'expression 

x'^ x'^ 



X" x'^ 



où af et x' représentent les deux racines de l'équation proposée. 

GLERMONT 

Mathématiques. 

Première série. — Résoudre le système d'équations : 

X -h y -\- xy — h , 

6 

X -h y = — . 
xy 

— On fait tourner un carre ABGD autour d'un axe AE passant par 

son sommet A ; — Déterminer l'angle x de la diagonale AG avec l'axe 

AE, de telle sorte que le volume engendré par le carré soit dans un 
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rapport donné m avec le volume qu'engendrerait ce carré tournant au- 
tour d'un de ses côtés. 

Application : m 



= \fr 



Deuxième série. ~ Ëtablir les conditions d^équilibre d'un levier 
soumis à deux forces. 

— Dans un triangle ABC on donne les deux côtés 6. c et la médiane 
m opposée au troisième côté. — Déterminer Tangle BAC = A : 1» géo- 
métriquement, 2* par le calcul. 

Application: b = 20-, c = 15™, m = lî™. 



QUESTION 171 (mite) 

CENTRE DES PARALLÈLES ÉGALES ET POINTS DE JËRABEK 
Solation et développements par M. E. YiGAniÉ. 



IL — Points de Jérabek* 

Le problème I (§ 1) peut être interprété différemment, 
comme Fa fait M. Jérabek, et Ton peut se proposer la ques- 
tion suivante : 

5. Problème II. — Trouve7% dans le plan du triangle ABC, 

un point 3" tel que si Von mène 

J'^Ba parallèle à AG et limité à AB 
J'^Gp — AB — BG 

rfi. — BG — GA 

on ait : 'j"B« = J"Gp = J'U = T. 

Désignons par 8'^, 8p, h'^ les distances de J" aux côtés de 
ABG et par a", p", y" ses coordonnées barycentriques on a : 
Zl = r sin B, Bp = l" sin C, s; = F sin A, 

ou a" : S" : v" = aS'' : 681' : cZ" = ab : bc : ca =-:-:-, 
^ ^ '^ p y c a b . 

ce qui montre que J" est le deuxième Brocardien du centre 
du cercle inscrit, Ge point ayant été découvert par M. Jéra- 
bek, nous dirons en adoptant la terminologie proposée par 
M. Lemoine (*) que : 
J'' est le point direct de Jérabek. 

n A. F. Grenoble, 1885. 
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6. Relations métriques. — Valeur de T. On a : 

a^l ■+- 6Sp + ch" = r{a sin B + 6 sin C + c sin A) = 2S, 
ou 

j„ 2S obc 



a sin B + 6 sin G 4- c sin A ab -^ bc + ca 
on a en outre: 

T I I I 

Coordonnées dp J". Les coordonnées barycentriques de J" 

sont, d'après ce qui précède, proportionnelles à 

I I I 
-♦ -j -• 
c a b 

7. — Il existe un second point J' tel que si on mène 

J'Ap est parallèle à BG et limitera AB 
J'B; — AG -- BG 

J'Gl — AB — AG 

on ait : J'A^ = J'B; = J'G^ -= T.- 

Ge point dont les coordonnées barycentriques sont pro- 
portionnelles à 

I I I 

b c a 

est le premier point Brocardien du centre du cercle inscrit, 
nous dirons donc que : 
y est le point rétrograde de Jérabek, 

8. Construction des points J' et .!'. — - On peut 
employer la méthode générale qui sert à construire les points 
Brocardiens correspondant à un point donné (*) ou employer 
le procédé suivant (Neuberg et Jérabek, 3) : 

Prenons sur les côtés AB, BG, GA de ABG, les longueurs 
égales BM = GN — AP, et menons par M, N, P, des paral- 

(•) E. Lemoine. A. F, y Grenoble, 18S5. — N. A. M,, 1885, p. 202. — 
A. F., La Rochelle f 1882, p. 12S ; c'est la construction indiquée dans ce 
dernier mémoire qui a donné Tidée à M. Lemoine de déduire les point» 
de Brocard du point Lemoine et de généraliser ensuite pour tout point 
du plan, ce qui a donné les points Brocardiens. 

G. de Longchamps. J, E,, 1886, pp. 229-231. 
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lèles à BC, GA, AB; ces droites forment un second triangle 
a"f>'' y". Les droites Aa', Bp', Gy' concourent au point J\ 

Si par M, N, P on mène des parallèles à GA, AB, BC, on 
oJ)tient un triangle a>Y tel que les droites Aa', Bp', G/ con- 
courent au point J'. 

9. Points algébriquement associés à J' et J'. — Les 

points J'^, Jp, Jj^; J^, Jp, J^ algébriquement associés à J" et J' 
résolvent le problème II. 

Les longueurs communes C, Ç ï[\ L h, < des parallèles 
menées par ces points ont pour valeur 
^, _ abc . ^, ^ abc _ a6c 

ab — ac -^ bc ^ —ab-hac-hcb "^ ~ ab — bc -+- ac' 
^, _ abc ^, ^ abc _ tf6c 

—ab-hac—bc ^ ab — bc -h ac ^~' ab — ac + bc' 

Donc r = /';, /; ^ r; /^ ^ ^;;, 

ce qui donne la relation : 

L ^ L. L L — L ' ' 

10. — De la connaissance des points de Jérabek on peut 
déduire une construction du centre des parallèles égales 
comme l'a fait M. Neuberg. 

En effet, on voit que les coordonnées barycentriques de J' 
et J' sont proportionnelles à : 

III, I I i 

-'->7Î 7*-»-» 

c a b b c a 

Le point I© dont les coordonnées sont proportionnelles à : 

I I I 
-> -» - 
abc 

est d'après ce qui précède, le centre des parallèles égales du 

triangle A^B^G^ dont les sommets sont les milieux des 

côtés de ABG, donc lo est le complémentaire de P (§ 4) ; on 

aura donc P en prenant le symétrique de I^ par rapport au 

milieu de J'' J' (*), ou bien X étant le milieu de J' J' en 

prolongeant IqG d'une longueur XP = 3GX. 

(•) Le texte de Mathésis (1881, p. 192 lignes 4 et 5 en remontant) por- 
tait par erreur : Symétrique de G par rapport au milieu de J" J'. 
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Gomme il est facile de le voir par leurs coordonnées ba- 
rjcentriques, les trois points lo, J', J' forment un groupe 
isobarique^ donc : 

Les deux triangles ABC, loJ^J' ont même centre de gravité G. 

11. — Points réciproques de J" et J'. — Les points 

J' et J' étant les Brocardiens du centre du cercle inscrit, les 

points Ji' et i[ réciproques de J' et J' seront les points iso- 

bariques du centre du cercle inscrit I. Les coordonnées de I 

étant proportionnelles à a, 6, c, celles de Ji' et Ji seront pro 

portionnelles à 

c, a, b et à 6, c, a. 

Donc 

Les deux triangles ABC, IJi' , Ji ont même centre de gravité. 

La droite JJ', JJ qui a pour équation 

Sa(6c — a») = o 
donne la direction du point situé à Tinfini associé à I (de 
Longchamps, 10) (**). 



QUESTION 146 

$i(olation par J. Ghapron, à Bragelogne. 



Sur les côtés d'un triangle, on construit, intérieurement et 
extérieurement, des triangles isoscèles semblables ayant un angle 
au sommet de i20^. Démontrer : 4^ que les sommets des triangles 
intérieurs et ceux des triangles extérieurs foi^ment deux triangles 
équilatéraux ayant pour centre commun le point de concours 
des médianes du triangle donné; 2° que les cercles circonscrits 
à ces deux triangles constituent le lieu des centres de tous les 
triangles équilatéraux circonscrits au triangle donné. 

Exprimer en fonction des éléments de ce dernier triangle les 
rayons des deux cercles; calculer le côté et la surface du triangle 
équilatéral circonscrit maocimum. (J. Kœhler.) 



(*•) /. E,y 1886, p. 132, ligne 12 en remontant, il faut lire: dont les 
réciproques ont été étudiées par M. Jérabek. 

Nota. — Nous avons reçu, pour cette question, des solutions diverses 
de MM. Hogier, Ghapron et Boutin. 



ABC. *» '"■«.-« i*"4«"?w ,.,„,, __ ^3 

"""™- - «.: Coi 




i" 



Calculons Bpi . 

'^ "~ - cos B _ K-^ 
CO8 B ^ «' + c» J^a T ^"^ fi. 

2ac ' sin B c= 4S 

2ff?' 



^y. 
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COS (B + 60) ~ 2-1— ; 

d'oli DF^ = g. + 6« 4- C + 4S^3 _ 

6 

Cette expression est symétrique par rapport à a, 6, c; on 
trouvera donc la même valeur pour DE et EF. Ainsi le 
triangle DEF est équilatéral. 

L'expression de D F' ne diffère de celle de DF que par 
le signe de sin B ou de S; par suite le triangle D'E'F' a 
ses côtés égaux. 

Quel que soit Tangle au sommet des triangles isocèles 
semblables considérés, le triangle DEF à le même centre 
de gravité que ABC. 

Appelons 9 l'angle à la base de ces triangles; calculons 
les distances des sommets D, E, F au côté BC; si DD,, EE^, 
FFj sont ces distances, nous avons : 

DD, = BB,tg. = -.!i^. 

' *" ' 3 COS cp 

2 COS cp 

FFi = BF sin (B + 9) = ^ — • 

2 COS cp 

EE + 'FF - DD :::- /) siu (G -f. cp) 4- c + sin (B - cp) - qg/ii ? 
* * ^ 2 COS 9 

(b sin G H- c sin B) cos cp 4- (6 cos G + cos B — a) sin 9 

2 cos 9 

Mais, si h désigne la hauteur dé ABC issue de A, on a 
6 sin G = c sin B = /?, b cos G -h c cos B = a, 

donc EEi + FFi - DD^ = h. 

Ainsi, la somme algébrique de ces distances égale trois fois 
la distance du centre de gravité au côté BG. Un calcul 
semblable montrerait que la somme des distances de D, E, 
F au côté AG égale la hauteur du triangle ABC partant de B. 
Donc le centre de gravité du triangle DEF se confond avec 
celui du triangle ABC. 

Un calcul analogue établirait la proposition pour le triangle. 
D'E'F'. 
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2® Dans le triangle équilatéral MNP circonscrit à ABC, 
la hauteur partant de P est bissectrice de Tangle P et passe, 
par conséquent, par F' milieu de Tare AF'B; de même, NE' 
est la hauteur issue de N; comme ces hauteurs font un angle 
de 60** et passent par deux points fixes, le lieu de leur 
point d'intersection est le segment capable de 60® décrit sur 
ET'; ce segment passe par D'; en considérant la troisième 
hauteur, on verrait que le segment D'F'E' fait partie du lieu, 
qui se trouve ainsi constitué par la circonférence D'E'F'. 

Remarquons que les arcs ABF', AGE', BD'G se coupent en 
un même point I d'où Ton voit les côtés de ABC sous un 
angle de 120®. Or 

DlF = DIB + BÎF = BAF' + BGE' =: 3oo -h So^ = 6o^ 
la circonférence D'E'F' contient le point I. 

Si, pour trouver un triangle MNP circonscrit à ABG, nous 
avions placé les segments capables de 6o<*, de l'autre côté 
de AB, BG, GA , nous eussions obtenu un autre triangle, et, 
en répétant les raisonnemeuts faits plus haut, on verrait que 
le lieu des centres du nouveau système de triangles est la 
circonférence DEF. On peut aussi observer que les segments 
se coupent en un point V d'où l'on voit deux des côtés de 
ABG sous un angle de 60® et le troisième sous un angle de 
1 20** ; ce point est situé sur le cercle DEF. 

3** Si R, r sont les rayons de ces cercles, on a 

93 3 

5 
d'où, par application des formules obtenues plus haut, 

3 

Ainsi, le triple de la somme des carrés des rayons équivaut 
à la somme des carrés des côtés de ABG. 

Cherchons le maximum de la sécante PAN; si l'on abaisse 
des centres EF, les perpendiculaires Ee, Ffsixr cette sécante, 
le segment ef = Ei en sera la moitié ; or, dans le triangle 
rectangle EFi, le côté Ei est plus petit que l'hypoténuse EF, 
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Le maximum a lieu quand cette sécante est parallèle à EF. 
Ainsi le triangle circonscrit, de plus grand périmètre, a ses 
côtés parallèles à ceux de DEF. 

Dans le second système dç triangles, le triangle maximum 
serait homothé tique au triangle D'ET'. 

Comme les côtés de ces triangles maximum sont les doubles 
des longueurs DF, D'F' calculés précédemment, on aurait 
facilement leur surface. 

Remarque I. — Les droites AD, BE, GF sont concourantes 
et, par suite, les triangles ABC, DEF sont homologiques 
(quel que soit l'angle à la base des triangles isoscèles sem- 
blables). 

Si R, S, T sont les points d'intersection des droites AD, 

BE, CF avec les côtés de ABC, il suffit de vérifier que 
RR SP TA 

5T^ • cT • 7ÏÏK = ~ ï • Les segments RB et RC, SC et SA, TA 
Ku oA iD 

et TB sont entre eux comme les triangles ABD et ACD, BGE 

et ABE, ACF et BCF. Mais de la similitude des triangles 

BDC, BAF il résulte que ?5 =, ^ ou BA.BD = BC.BF et 

comme les angles ABD, GBE sont égaux, il s'ensuit que les 
triangles ABD, BCF sont équivalents. Ainsi, les triangles 
qui entrent dans la relation sont équivalents deux à deuj, 
et il devient facile de s'assurer qu'elle existe bien. 

Par une démonstration semblable, on verrait que les 
triangles ABC, D'E'F' sont homologiques (quel que soit 
l'angle à la base des triangles isoscèles). 

Remarque IL — A, B, C, D, E, F sont donc les sommets 
d'un hexagone de Brianchon; de môme A, B, C, D',E', F'. 

Enfin, si a, a', b et b', c et c sont les points de rencontre 
des côtés de ABC et de DEF, comme les côtés opposés de 
l'hexagone aa'bb'cc' se coupent en trois points en ligne droite 
(puisque ABC et DEF sont homologiques), cet hexagone est 
iuscrit dans une conique. 

De même, les points de rencontre des côtés de ABC et D'E'F' 
sont les sommets d'un hexagone de Pascal. 
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QUESTION 198 

{Solution par X. 



Si on considère les trois ellipses qui ont pour foyers deux des 
sommets cFun triangle et passent par le troisième : 

i^ La somme des grands axes est égale au double du péri- 
mèt7'e du triangle- 

^ La sommes des carrés des demi-petits axes est égale au 
carré du demi-périmètre du triangle, 

3° Le produit des trois demi-petits axes est éjol au produit 
de la surface du triangle par son demi-périmètre, 

4» Si on ne considère que les demi-ellipses déterminées par 
leur grand axe et le troisième sommet du triangle ABC, elles 
se coupent en trois points qui, joints aux sommets voisins du 
triangle y donnçnt un hexagone tel que la somme de trois côtés 
non consécutifs est égale à la somme des trois autres, 

(Boutin.) 

1® Soient a, p, y les côtés du triangle ; o, a\ a\ 6, 6', b" les 
demi -axes des ellipses correspondantes. On a 

2a = p 4- y; 2a' = y + *î ^a" = a + p 
d'oîi 

2a 4- 2a' + 2a' = 2{a + p + y) 
i«46«= C8 + y)'- a*; 46'^=: [^^^y^^^-^ ^ô"» = (a + p/ - y* 
d'où 

^ jt 

de même 

V^ = p{p - p) ¥* = p(p - y) 
d'oîi 



bb'b" = p \/p(p — ql){p — f)(p — y)- 
i^ Soit M le point d'intersection des demi-ellipses qui ont 
leurs axes suivant AB et BC 

MG 4- MB = p + y; ma + MB = P 4- a 
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d'où MA - MG = a - Y 

N et P étant les deux autres points d'intersection considérés, 

on a • NG - NB = Y - P» 

PB - PA = p - a, 

dVu MA 4- NG + PB = MG 4- NB + PA. 

Autres solutions par MM. Osmin Pommés, élève de 5* année au col- 
lège de Condom; Achille Ménétrier, élève au collège de Ghâlons-s-S. ; 
Louis Prince, élève au lycée de Grenoble; G. Bourdier, id.; A. Rodri- 
guez, élève de mathématiques spéciales du professeur Ignacio Beyens; 
J. Ghapron; Henri Martin, élève au lycée Gondorcel; Paul Bourgarel, 
à Antibcs. 

M. L. Prince observe que les hyperboles qui ont pour foyers deux des 
sommets du triangle et qui passent par le troisième sommet, passent 
aussi respectivement par les points M, N, P. 



QUESTION* 207 

Solaiion par X... 



Résoudre le^ équations 

a(^y -H yz -+- xz) - xyz (Ij 

x2y2 4. yî^* 4. x^z» ™ 2xy5r(x + y H- z) (2) 

a(x + y + z)* = 4xyz (3) 

Posons pour simplitier 

a; 4- y -f- s = A, 
Xfj + xz + 2/3 = B, 
xijz = G. 
Le système proposé devient 

aB = G 
B« = 4ÂG 
«A« = 4G 
Éliminant G U vient 

B* = 4a A B 
A* = 4B 
Résolvant ce système, abstraction faite de la valeur zéro, 
on voit que A, B, G admettent respectivement les valeurs 
i6a, 640*, 64 a', X, y, z sont donc les racines de l'équation 

X» - i6aX« + 64a«X - 64a* ~ 0. 
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Cette équation a pour racines 

Xi = + 4a 

X, := + a(v/5 - i)'' 

Xj = -f a{\/~5 — lY, etc. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Henri Martin, lycée Condor- 
cet; Louis Prince, lycée de Grenoble; A. Boutin, professeur au collège 
de Vire; L'abbé E. Gelin, professeur au collège de Saint-Quirin, à Huy 
(Belgique) ; Miniur, Ecole normale des sciences à Gand ; Joseph Pan- 
gaut, institut Sainte-Marie, à Besançon; Ignacio Beyens, à Cadix; J. 
Chapron, k Bragelogne. 

M. Cbapron prend, pour inconnues, les quantités -> -» -> abstraction 

X y % 

faite, bien entendu, de la solution nulle, qui est évidente. On tombe 

ainsi, directement, sur une équation du troisième degré, quadratique; 

c'est-à-dire, décomposable en deux facteurs rationnels. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



261. — Si Ton mène par les trois sommets d'un triangle 
des droites faisant avec un axe quelconque du plan de ce trian- 
gle des angles égaux et de sens contraire, respectivement, à 
peux que font les hauteurs avec cet axe, les trois droites ainsi 
menées concourent en un même point, et ce point est situé 
sur le cercle circonscrit au triangle. 

Existe-t-il trois droites concourantes, respectivement issues 
des sommets du triangle, autres que les hauteurs, et telles 
que les droites analogues à celles de l'énoncé précédent soient 
également concourantes ? (d'Ocagne.) 

262. — Étant donnée une parabole de foyer F, on considère 
la perpendiculaire à l'axe passant par le foyer et coupant 
la courbe en A et B; par ces points on mène des parallèles à 
Taxe AA'. 

Soit M un point quelconque de la courbe; AM, BM coupent 
AA' en K et H et HK rencontre AB en I, Enfin on projette 
M en C sur AB. 

Démontrer que : 

1^ BK -h AH = constante; 
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2<» HK passe par un point fixe D ; 

3® Le cercle DIG est tangent à Taxe en un point fixe; 

4** Les cercles qui ont leurs centres sur HK et passant par 
HG, IG sont orthogonaux; 

o® Leur axe radical passe par un point fixe; 

6° Get axe radical, MF et HK concourent au même point; 

7*^ HK est parallèle à la tangente en M; 

8® GM coupe le cercle AMB en un point dont le lieu est une 
droite. (L. Prince, élève au Lycée de Grenoble.) 

263. — Dans le triangle rectangle ABU, on abaisse la per- 
pendiculaire AD sur rhypoténuse BG, et par le point milieu 
P de BG on élève la perpendiculaire PEF; E et F étant les 
rencontres de cette perpendiculaire avec les côtés AG et AB. 
Si l'on désigne par h la hauteur AD, par r^, r^j pi, p» les 
rayons des cercles inscrits dans les triangles ABD, ADC, 
BPF, EPG, et par ;% R les rayons des cercles inscrit et cir- 
conscrit au triangle ABG; montrer que Ton a : 

^ipi = r,p, = — ; -^ + ■-?■ = 2 ; RV^r, = ft«piP2 • 

^ pi P% 

(G. Russo,) 

264. — En posant, comme d'habitude, 

_ n(7i — i).. .(n — p4- i) 

G„.p :^ > 

démontrer que 

2Gn,p + (4n 4- 9)(Gn,p-i + (m + 5)G„j,-2 = «(^P + 

(E, Catalan,) 

Nota. — On vérifiera, en même temps, que le nombre considéré est 
aussi : 1" un multiple de n+ i, 2o un multiple de 2»— p+4, 

ijtrt- G. L. 



j-t-'î 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 
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Nous avons appris, au moment oîi le n® de novembre était 
déjà sous presse, une nouvelle qui nous consterne. Notre 
maître et ami, M. Bourget, fondateur de ce journal, Recteur 
de l'Académie de Glermont, est mort subitement dans cette 
ville, le H octobre dernier. 

Nous l'avions vu, encore plein de vie et de vigueur, il 
y a bien peu de temps, et nous étions loin de prévoir un 
pareil malheur. Le temps et la force nous manquent pour 
parler dignement de cet homme qui n*a jamais connu que 
des amis; nous compléterons, à loisir, les trop courts 
renseignements qui suivent; et nous raconterons, comme 
il convient, à nos lecteurs, cette vie noblement et laborieuse- 
ment remplie. 

Justin Bourget était ancien élève de TÉcole Normale, dont 
il était sorti en 184S, Agrégé des sciences mathématiques. 
Il débuta dans l'Enseignement secondaire et, c'est au milieu 
des occupations si absorbantes de cet enseignement qu'il trouva 
le temps d'écrire sa remarquable thèse sur l'attraction des 
parabaloïdes (18S2). Nommé professeur dans l'Enseignement 
supérieur, il resta longtemps attaché, comme professeur de 
mécanique, à la Faculté de Glermont qu'il ne quitta que pour 
venir à Paris (en 1867) diriger l'école préparatoire de Sainte- 
Barbe. S'il ne l'avait pas fondée, M. Blanchet avait porté la 
prospérité de cette école à un si haut point qu'il semblait 
difficile de lui succéder: M. Bourget se montra digne de son 
prédécesseur et maintint l'école au rang oîi il l'avait trouvée. 
C'est pendant cette direction, en 1877, qu'il fonda le Journal 
de Mathématiques élémentaires. En 1878, le ministre de l'instruc- 
tion publique, M. Bardoux, qui avait pu l'apprécier à Gler- 
mont, l'enleva à Sainte-Barbe et le nomma Recteur de l'Aca- 
démie d'Aix. Il obtint peu après le poste de Glermont ou il 
vient de mourir, à 65 ans, entouré de l'estime de ses amis et 
de l'affection de sa nombreuse famille. Nos lecteurs, tous ses 
anciens élèves, tous ceux qui l'ont connu s'associeront aux 
compliments de respectueuse condoléance que nous adressons 

ici à sa veuve et à ses enfants. 

L. Lévy. 
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VARIÉTÉS 



SDR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. €}• de lion^champs* 

(seconde partie) 

(Suite, voir p. 225.) 



43. La distance au point invisible et inacces- 
sible. — La détermination de la distance d'un point donné 
à un point inaccessible peut se traiter de mille façons diffé- 
rentes; toutes les relations métriques qui existent entre les 
éléments d'une figure, ou presque toutes, fournissent, en effet, 
autant de solutions de ce problème. 

Cette observation s'applique, dans une certaine mesure, au 




Fig. 186. 

problèmo. plus difiicile, que nous abordons maintenant et 
dans lequel on suppose que le but, étant, tout à la fois, inac- 
cessible et invisible, se trouve simplement déterminé par 
deux jalonnements A, A', partant des points A et B. Ces ali- 
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gnements, bien entendu, sont supposés accessibles sur une 
certaine longueur, à partir d^ ces points. 

Nous nous bornerons à la solution qu'on va lire et qui 
nous parait, surtout quand on s'accorde la table des inverses, 
d'une pratique sûre et rapide. Un seul côté de ce problème a 
été soulevé par Servois lorsqu'il s'est proposé, et nous revien- 
drons nous-même sur ce point, quand nous traiterons, dans un 
chapitre suivant, certains problèmes d'Artillerie, deviser un but 
invisibk. Mais, pour que la question ainsi posée, soit complè- 
tement résolue ,il faut pouvoir déterminer: 1® la direction du 
projectile, et 2** la longueur de la distance qu'il doit parcourir. 

Voici comment on peut répondre à cette double question. 

Soit le point d'où il faut viser le point inaccessible et 
invisible M; on détermine d'abord, par un des procédés 
connus, le point 0', conjugué harmonique de 0, par rapport 
à AB. Si Ton trace les alignements OPQ, PB et AQ, on ob- 
tient un certain point G. La droite OC est la polaire de 0' par 
rapport aux droites MA, MB; OC passe donc par le point M; 
c'est la ligne de visée. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la longueur de 
OM, et, à cet effet, ayant mené PP' et QQ' parallèlement à 
OC, démontrons l'égalité 

I I I I 



OM PP' QQ' 00 
Le théorème de Gergonne donne 

OC PC QG_ 
ÔM"*"PB^QA~ '• ^^^ 

Mais on a PB^'^PB"^"" PF' ^^ 

QC CA CO ,^, 

et —- = 1 = I • (3) 

^^ QA QA QQ' ^ ^ 

Les égalités (1), (2) et (3) donnent 

OC CO CO _ 

OM "*■ ' PF QQ' ~ ""' 
I I I I 



On a donc ^^ - pp, . qq, ^^ 

Cette égalité permet de calculer OM. quand on a releva les 
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longueurs CO, PF et QQ'; le calcul se fait d'ailleurs rapide- 
ment quand on fait usage de la table des inverses. 

Remarque. — Si Tobstacle qui rend le point M invisible 
quand on se place en permet de chaîner OD, on peut 
encore abréger le calcul que nous venons d'indiquer en obser- 
vant que, la ponctueUe (0, G, D, M) étant harmonique, on a 

1 _ 2 I 

ÔM"" ÔD "" ÔC' 

D'ailleurs, on peut toujours réaliser la construction indi- 
quée, dans les limites accessibles du terrain, en effectuant 
celle-ci, au besoin, de l'autre côté de AB. Mais, dans ce cas, 
la formule employée pour le calcul de OM devrait être modi- 
fiée conformément à ce principe, que si quatre points, situés 
en ligne droite et formant une division harmonique, sont 
placés dans l'ordre A, B, C, D, on a 

2 _ I I 

ÂC " IB "^ AD' 

Comme l'observe avec raison Bergery (loc. cit., p. 422), 
ce problème se rencontre fréquemment dans certaines opéra- 
tions pratiques, quand il s'agit, par exemple, de mesurer la 
largeur d'un bois, d'un groupe de maisons ; ou encore, l'épais- 
seur d'une montagne, c'est-à-dire, la distance de deux points 
opposés, pris sur sa base, etc. 

Il va, sans dire, que les deux alignements A, A' peuvent être 
indifféremment choisis de part et d'autre de 0, comme dans 
la figure que nous avons considérée, ou du même côté; on adop- 
tera l'une ou l'autre de ces deux dispositions, suivant la nature 
du terrain et les dimensions de l'obstacle placé entre et M. 

44. Examen d'un cas particulier. (La solution 
de l'équerre). — Dans le problème précédent, nous avons 
supposé que l'on pouvait, par le point 0, tracer une base sur 
laquelle il était possible de trouver deux positions A et B 
d'où l'on apercevait le but M. Mais, dans la pratique, les 
points A et B en question ne sont pas nécessairement placés 
en ligne droite avec ; de plus, la méthode que nous avons 
indiquée exige des jalonnements assez multipliés. On opère 
plus rapidement avec l'équerre, en procédant comme il suit ; 
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Élevons en A et B des perpendiculaires à MA et à MB ; nous 
obtenons ainsi un certain point 
C; traçons, parO, des parallèles 
OB', OA' aux directions MB, 
MG. Ces parallèles se détermi- 
nent, en même temps que Ton 
jalonne les droites BG, AG, en 
plaçant Téquerre sur BG, par 
exemple, en un point B' tel 
que OB" soit perpendiculaire 
sur BG. Si, par les points B', 
A', nous élevons des perpen- 
diculaires à B'O et à A'O, 
elles se coupent en G' et la 
droite GC' coupe AB en un 
point 0' qui est situé en ligne 
droite avec les points M et 0. 

En effet, les deux quadrilatères MBAG, OB'A'G', ayant leurs 
côtés parallèles, et deux de leurs diagonales AB, A'B' con- 
fondues en direction, sont homothétiques ; le centre d'homo- 
thétie 0' est donc situé sur cette droite AB. 

Ainsi, la droite 00' donnela ligne de visée vers le but invisible. 

Quanta la distance inconnue MO, elle est donnée par l'égalité 

GG' 




Fig. 487, 



MO = 00'. 



r/1» 



O'G 



' : V 



45. Solutions diverses. — Nous 
résumons rapidement; dans ce para- 
graphe, quelques solutions du présent 
problème, solutions qui se font remar- 
quer, parmi beaucoup d'autres, par 
un caractère particulier de simplicité. 

1<* Le théorème des trois hauteurs 
d'un triangle, théorème que nous 
avons utilisé déjà (§ 28) pour un 
autre problème, s'applique remarqua- 
blement bien à celui qui nous occupe ici. 

Jalonnons OA dans la partie accessible et, avec l'équerre 




[Fig. 488) 
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abaissons sur OA et sur AM les perpendiculaires M H, OB 
qui se coupent en K. Sur Taliguement AK, ainsi obtenu, 
on abaisse de une perpendiculaire OC ; OC représente la 
ligne de visée vers le point invisible. 
Quant à la distance OM, elle est donnée par l'égalité 

OH.OA 



OM = 



OG 



2® Soit toujours (fig.489) le point d*où il faut viser le 

but M caché par un obstacle. On 
jalonnera les parallèles AB et CD; 
A et B désignant deux points d'oîi 
Ton peut apercevoir le but. On par- 
tagera CD au point 0', dans le 

rapport r^jr ; cette opération peut 

se faire par le chaînage des lon- 
gueurs AO, AB, CD et par le cal- 
cul de CO' au moyen de la formule 

È, La ligne de visée 00' se trouve ainsi déterminée; quant à 
la distance OM, elle résulte de la formule 

0M = 00'— ^ 




1 



( 



CD\* 
AB/ 



Dans la pratique, on peut toujours s'arranger de façon que 

CD 

qui entre dans la formule précédente, soit égal 



le rapport 



AB 



a -, ou a -. 
2 4 



en un mot, de la forme 



n 



n H- I 



Alors on a 



OM = (n 4- i)00', 
formule bien commode pour calculer OM. 

Pour réaliser cette disposition favorable des parallèles AB 
et CD, on prendra, sur A, de A en B, n + i fois la longueur 
du cordeau ; et, de A en H, n fois seulement cette même lon- 
gueur. Ayant tracé HD parallèlement à AC, c'est par le 
point D qu'on jalonnera la droite A' parallèlement à A. 
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3** Traçons, dans la partie accessible, un alignement A pas- 
sant par le point et cher- 
chons, sur A, un point A d'où 
l'on peut apercevoir M ; puis / \ 

menons AO' perpendiculaire- f ' 

ment à AM. Ayant relevé, / 

avec la fausse équerre, l'an- 
gle OAM, on se transporte 
sur AO' en un point B que 
l'on détermine de telle sorte 
que, de ce point, on aper- 
çoive OM sous un angle 
égal à OAM, Alors, la ligne 
de visée est perpendiculaire 
àOB. 

Pour évaluer OM ; ayant 
prolongé MO jusqu'à sa ren- 
contre en 0' avec A'B, on observera que, dans le quadrila- 
tère inscriptible OMAB, on a 

0'0(0'0 + 0M) = O'B.O'A. 

Cette égalité permet de calculer OM. (A suivre,) 




NOTE DE GÉOMÉTRIE 

Par M. Boatln, professeur au Collège de Gourdemancbe. 



Si un cercle passe par un point fixe A, et que l'extrémité du 
diamètre qui passe par A décrive une cer- 
taine courbe fixe G; le cercle mobile a, pour 
enveloppe, la podaire de G par rapport à A. 

En effet, dans le mouvement en ques- 
tion, le centre du cercle décrit une 
courbe homothétique à G, la tangente en 0, 
au lieu décrit par ce point, est donc paral- 
lèle à la tangente M, à G. Si AM, AM' sont 
deux positions voisines de AM ; 0, 0' les milieux de AM, 
AM' ; les deux cercles ayant un point commun en A, auront 




Fig. 4. 
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un second symétrique de A par rapport à 00' ; ce sera le 
pied P de la perpendiculaire abaissée de A sur MM'. A la 
limite, MM' est la tangente en M à G, et, par suite, le lieu 
de P, ou l'enveloppe du cercle mobile, sera la podaire de G 
par rapport à A. 

Cette remarque très simple, et très connue, peut donner un 
certain nombre de résultats intéressants. 

EXEMPLE. — Soient un cercle donné, BAG un angle fixe qui 
a son sommet sur la circonférence 0. D'un point M, quelconque, du 
cercle fixe, on abaisse les perpendiculaires MD, ME sur les côtés 
de BAG. La droite DE est la droite de Simson de M; elle forme 
ufi triangle ADE avec les côtés de V angle A; le cercle circon- 
scrit à ce triangle enveloppe un limaçon de Pascal, dont le point 
de rebroussement est A, et dont le cercle générateur est 0. 

En effet le cercle circonscrit à ADE, a pour diamètre AM; 
donc, d'après la remarque précédente, son enveloppe est la 
podaire du cercle par rapport à A. 
Inversement : Si un cercle mobile, passant par un point 

fixe, a pour enveloppe une courbe P, l'ex- 
trémité du diamètre qui passe par A, 
décrit une courbe G, telle que P est la 
podaire de A par rapport à G. Donc, Je 
centre de ce cercle a pour lieu une courbe 
semblable à G. 

De là on conclut que, si l'on connaît 
l'enveloppe d'un cercle mobile dans 
^' ' les conditions précédentes, on peut en 

déduire le lieu de son centre. 

On prouve très aisément que les courbes G, dont les podaires 
sont des cercles, par rapport à un point A, sont des coniques 
à centre, qui ont pour foyer A, et, pour centre, le centre du 
cercle. 

On démontre, en géométrie élémentaire, que certains cercles 
mobiles, dans les conditions indiquées, enveloppent des 
cercles ; il en résulte, tout de suite, que le lieu des centres 
de ces cercles est une conique ayant pour foyers le point 
fixe et le centre du cercle enveloppe. 
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Par exemple, de ce théorème, dû à M. Mannlieim : 

Un cercle étant inscrit dans un angle^ si on lui mène une tan- 
gente BC, le cercle circonscrit 
au triangle ABC formé par les 
trots tangentes touche un cercle 
fixe inscrit dans Vangle donné. 

Je déduis ce théorème : 

Un angle étant donné de posi- 
tion^ et une droite BG étant mobile 
dans cet angle^ de manière que 
le triangle ABC ait un périmètre 
constant, le lieu géométrique du 
centre des cercles circonscrits 
aux triangles ABC est une hyperbole qui a pour foyer A, et 
dont Vaxe est la bissectnce de l'angle À. 




Fig, 3. 



CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu, de M. d'OcAGNE, la lettre suivante : 
« Au sujet du calcul des expressions de la forme 



I I I 

- = - 4- -> 

z X y 



pour kquel vous avez dressé une table des inverses, qui 

figure en partie dans le numéro 

de septembre du journal, je vous 

signalerai un tableau graphique 

que j'ai fait connaître pour les 

calculs de ce genre, à propos de 

la formule des lentilles {Journal 

de physique théorique et appliquée^ 

2« série, E. IV, 1883, p. 554). 

Soient: Ox et Oy deux axes 
rectangulaires portant des gra- 
duations égales; Oz la bissecitrce de l'angle de ces axes, 
graduée de telle façon que le point de division dont les 
coordonnées sont ; ce = n, 1/ = w, soit coté n. 
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En joignant le point de l'axe Ox, coté œ, au point de 
Taxe Oi/, coté y, on a une droite qui coupe Taxe Oz au point 
dont la cote z vérifie l'égalité 

I I I 

- rzr - H 

Z X y 

La démonstration étant évidente, je n'y insiste pas. 

Pour calculer y, connaissant z et œ, on tire la droite qui 
joint le point z au point x et on lit la cote du point ou cette 
droite coupe 0^. C'est là le cas du problème que vous aviez 
en vue. 

Cette représentation graphique se prête à une discussion 
remarquablement simple, de la théorie des lentilles. 

Pour n'avoir pas à tracer de droite sur le tableau graphique, 
il suffit d'être muni d'un transparent sur lequel on aura tracé 
une droite d'un trait fin. 

Les dimensions à donner au tableau graphique dépendent 
des limites entre lesquelles peuvent varier les données et de 
l'approximation qu'on veut obtenir. » 



AGREGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

(CONCOURS DE 1887) (*). 



Mathématiques élémentaires, 

— On donne deux cercles S et S ayant pour centres les points O 
et w, pour rayons r et p ; le cercle S est supposé intérieur au cercle ï!, 
et le point w intérieur au cercle S. 

!• Démontrer que tous les cercles T tangents extérieurement au 
cercle S et orthogonaux au cercle S touchent un troisième cercle fixe* 

2' On prend une droite DD' perpendiculaire à la ligne des centres wQ, 
et un point P sur celle ligne des centres. Soient wA, wB, les tangentes 
menées du point w à l'un des cercles T, A' et B' les points d'intersec- 
tion de la droite DD' avec les bissectrices des angles AwO et BwO ; 
démontrer que les points A' et B' forment une division homographique 
quand le cercle T varie ; 

3» Étudier les variations de l'angle A'PB' ; 



(*) Une solution de cette question paraîtra dans le numéro de janvier 
ochain. 
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40 Soient Ti, Tj, T3, Tn, une suite de cercles T orthogonaux 

au cercle S, le premier aux points A^ et Aj, le second aux points Aj et 

A3, le troisième aux points A3 et A4, le nième aux points An et An+i; 

démontrer que la condition nécessaire et suffisante, pour que le 
point An+i coïncide avec le point Aj, est que l'on puisse satisfaire à 
une relation de la forme 

le nombre k étant entier, et d désignant la distance wO. 



ECOLE FORESTIERE 

(CONCOURS DE 1887) 



Composition en mathématiques, 

— Si a et 6 sont deux nombres premiers entre eux : V des deux 
expressions lia + 26 et 18a + 56, l'une étant divisible par 19, l'autre 
Test également. 2o Elles ne peuvent admettre d'autre facteur commun 
que 19. 

— Trouver au moyen de l'identité de la division trois équations qui 
permettent de déterminer les coefficients du reste de la division dMn 
polynôme entier fixe par le produit 

[X — a) (a: — p) [x — y) 
où à, P, Y sont trois quantités distinctes. 

Résoudre et discuter ces équations, et en conclure les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que la division se fasse exactement. 

— Une droite étant donnée par ses projections, trouver celles de sa 
projection sur le plan bissecteur du second dièdre formé par les plans 
horizontal et vertical. — Prouver qu'elles restent les mômes si la ligne 
de terre prend diliérentes positions parallèles entre elles, les données 
ne changeant pas d'ailleurs. 

Trigonométrie et calcul logarithmique. 

— Calculer les côtés et les diagonales d'un parallélogramme dont on 
connaît le périmètre 2p et l'angle aigu a des diagonales, supposé égal a 
Tangle aigu de deux côtés adjacents. 

— On donne dans un triangle une médiane 

m = 2741»,633 
et les angles suivant lesquels elle partage l'angle du triangle au sommet 
duquel elle passe. 

a=27o3i'15",61 

On demande les trois côtés et les trois angles. 
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BA.CCA.LA.URÉAT DE L'ENSEIGNEMENT SPECI\L 

(AVRIL 1887) 



ALGER 

— I. Résultante de deux forces parallèles, inégales et de sens contraires. 
II. Examiner le cas où les forces sont parallèles, égales et de sens. 

contraires. 

— Soit un carré ABGD. — !<> On diminue le côté AB de 2« et le 
côté AG de l". ; on construit sur les restes, comme côtés, un rectangle R. 
— 2" On augmente le côté AB de 4"*; on diminue le côté AG de 5"; on 
construit un rectangle R' avec les lignes obtenues, comme côtés. — Déter- 
miner le côté du carré de manière que le rapport de la surface du rec- 
tangle R à celle du rectangle R' soit égale à un nombre donné w. 

LYON 

— Dans un cercle donné, on mène deux rayons OA et OB compre- 
nant entre eux un angle de 60°. Du milieu 0' de l'arc AB, comme centre, 
on décrit un autre cercle tangent aux deux rayons OA et OB. Les aires 
de ces deux cercles ont une partie commune, dont on demande le rap- 
port à Taire du secteur OAO'B. 

RENNES 

— Trouver Tanglede deux droites, en Géométrie descriptive. 

— Résoudre et discuter Téquation. 

tg a? 4- tg (a — x) = l. 

POITIERS 

— Énoncer et démontrer les théorèmes qui permettent de trouver 
l'expression du volume d'un parallélipipède droit. 

— Réduction de 1 + tang a en un produit. 

BESANÇON 

— Pour quelles valeurs de la variable x l'inégalité 

(a?-l)(a?-2) 

(x — 3)(a;— 4) ^ 
est-elle vérifiée? 

— Volume engendré par un pentagone régulier convexe tournant 
autour d'un de ses côtés (en supposant connu le rayon du cercle cir- 
conscrit au pentagone). 

GLERMONT 

-— Établir la formule qui donne la surface totale d'un tronc de cône 
de révolution, à bases parallèles. 

— Dans un tronc de cône on connaît : lo l'arête a; 2« l'angle a de cette 
arête avec le plan de la grande base; 3* la surface totale tcK^ ? Galculer 
les rayons œ et y des deux bases. 
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Le problème est-Wl possible quelle que soit la surface donnée, les 
autres données restant les mêmes? 

13a' 

Application : a = 60* ; K* = 

8 

NANCY 

— Énoncer et établir les relations trigonométriques qui lient les angles 
et les côtés d'un triangle quelconque. 

— On donne un demi-cercle AOB, et Ton mène les tangentes Ao?, By, 
en A et B. 

1° Prouver que la portion r.D d'une troisième tangente, comprise entre 
kx et By est vue du point sous un angle droit; 

2*» Déterminer AG et BD de telle sorte que le volume engendré par 
ABCD, tournant autour de AB, soit égal à p fois le volume de la sphère 
engendrée par la rotation du demi-cercle. 

LILLE 

Mathématiques. 

— Étant donnée l'équation : (m — 5) a;* — 4 m a? + (w — 2) = 0, où m 
est donné et x l'inconnue, on demande : 

!• Pour quelles valeurs de m l'équation aura ses racines réelles ; 
2* Pour quelles valeurs de m elle aura les deux racines de signes 
contraires. 

— Calculer deux angles x eX y connaissant leur somme a; 4- j/ = K et 

sin X b 
le rapport de leurs sinus — — = -. 

amy c 

l K=145M2'40', 
Application ) 6 _ 4125 
( c""3616' 

MONTPELLIER 

— On donne les trois dimensions a, 6, c, d'un parallélépipède rectangle, 
et l'on demande de trouver une quantité x telle que le parallélépipède 
rectangle, ayant pour dimensions a 4-aj, 6 4- a;, c 4- a?, ait une surface 
donnée S. 

— Résoudre un triangle dont on connaît la surface et les angles. 

GHAMBÉRY 

— La hauteur AB d'un rectangle ABCD étant égale à 1 mètre, trouver 
une longueur DE, moindre que DC, telle que les volumes engendrés 
par le quadrilatère AEBG tournant !• autour de AD; 2* autour de BC, 
soient dans le rapport de 26 à 19. 

— Démontrer qu'un plan mené par deux arêtes opposées d'un paralléli- 
pipôde oblique, partage ce parallélipipède en deux parties équivalentes. 

BESANÇON 
SESSION DE JUILLET 1886 

— Conditions de sensibilité d'une balance. 

— On donne deux droites AB, CD dans l'espace : trouver sur AB les 
points d'où Ton voit CD sous un angle droit. Expliquer et construire 
l'épure, en Géométrie descriptive, lorsque l'on donne les projections 
(aby o'ô'J, (cd, c'd')y des deux droites données. 
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MARTINIQUE 



— Démontrer que si une droite A et un plan M sont perpendiculaires 
à un plan P, la droite A et le plan M sont parallèles. 

— étint un cercle de rayon donné R, et AB un diamètre de ce 
cercle, déterminer la distance 01, de manière qu'en élevant lE perpen- 
diculaire à AB et menant, en Ë, la tangente ËF prolongée jusqu'à sa 
rencontre avec AB.on ait 

EF=:El + IB. 



QUESTION 153 

Solution par M. E. Bordage, professeur au Collège de Nantua. 



Un angle constant BAC tourne autour de son sommet fioce A; 
houver la position de V angle pour laquelle il intercepte, sur un 
cercle donné dans son plan, une corde de longueur connue. 

Supposons la question résolue. Soit BG la corde de lon- 




\ 



\ 



\ 



/ 



\ 



/ 



\ 



/ 



3) 



guour donnée : joignons le sommet A do l'angle au centre w 
du cercle donné. Cette distance Aw est une quantité con- 
nue. On voit aussi que le sommet A de Tangle BAO est 
situé sur le segment capable de l'angle BAC, décrit sur BC 
comme base. No as déduisons de là une construction bien 
simple. 
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Nous prendrons une corde B'C ayant une position quelcon- 
que mais qui soit égale à BC. Sur cette corde B'C, nous 
décrirons un segment capable de Tangle donné ABC. Soit 
B'MC ce segment. De w commecentre^ avec un rayon égal 
à la distance A(o nous décrirons une circonférence. Supposons, 
pour le moment, que cette circonférence rencontre en A' et 
A' le segment capable de BAC décrit sur B'C. Joignons les 
points À', B', G' et A', B\ C. Les deux angles B'A'C, 
B'A"G', ainsi obtenus répondent à la question; car ils ont la 
grandeur donnée pour BAC; leur sommets sont à des distan- 
ces égales à Ao). De plus, B'C = BG. 

II ne reste plus qu'à faire tourner l'un des rayons wA', wA" 
autour du centre w, jusqu'à ce que l'un des points A' ou A" soit 
venu coïncider avec A (ce qui revient à faire, de chaque 
côté de A<o, des angles 1 et % respectivement égaux aux angles 
1 et 2 en A' et A"). Le problème sera ainsi résolu. 
Il y a deux solutions ou deux points A'' quand la circonfé- 
rence de rayon Aw coupole segment capable ; une seule, quand 
cette circonférence est tangente au segment ; il n'y en a 
aucune, quand elle ne le rencontre pas. 



QUESTION 200 

Solution par M. Pangaut [Joseph), élève à Tlnstitut Sainte-Mario 

(Besançon). 



Du point milieu D du côté BC du triangle ABC, on élève la 
perpendiculaire DEF et on la prolonge jusqu'à sa rencontre 
avec les deux autres côtés AB, AC, aux points F, E. On pose 
DE = a, DF = b et angle ABC = ol et on propose de démon- 
trer que la surface du triangle ABC est donnée par la formule 

2ab* cotg a 
a + b 

Montrer que si Vangle BAC est droite la surface S du triangle 

est exprimée par : 

2ab\/ab 

a + b (G. Russo). 
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1® Menons la hauteur AH = h. Les triangles semblables 
BFD et BAH, GAH, CED, donnent: 
6 _ BD 

^ ~ BH 
d'oîi 

h - b _ a - A _ DH 
~ ~BD 



a _ DG 
^* /Ï~HC 



a 



On tire de là 




h = 



2 ah 
a -h b 



et, par suite, 

S= BD X ft = fecotga X^^ = ^"^''^'^^g'^ 



a -h 6 
2*» Si BAC est droit, on a toujours h = 



Tangle E est égal à a. 
Par suite 

BD = 6 eotg a, 
d'où, finalement, 



a -h b 
2ab 
a -h b 



De plus. 



DG = atga, 
2ab\/ab 



BD = \/ab ; 



S = 



a 



Nota. — Solutions analogues par MM. Henri Martin (lycée Gondorcet 
Ignacio Beyens, à Cadix; Edmond Bordage, professeur au collège de 
Nantua ; G. Bourdier (lycée de Grenoble) ; 0. Pommés (coUège de Condom^ 
d'Hardiviller (collège de Beauvais) ; Henry Galopeau (lycée d'Anffoulême) • 
E. Quintard, à Arbois etX... . ^ ^' 

M. G. Russe, dans une note qu'il nous adresse, généralise, comme il 
suit, la question présente posée par lui : 
« Sur le côté BC du triangle ABC on prend le point D de telle sorte oufi 

BD __m 

DC~"ÏÏ' 
Par D, on élève sur BC la perpendiculaire DEF, les points F et E étant 
les intersections de cette perpendiculaire avec les côtés AB AC. Or si l'on 
pose DE = a, DF = b et ABC = a, la surface S du triangle ABC est 
donnée par la formule : 

ç, _ (m+n)3ab^cotga 

"~ 2m(am + bn) * 
Si l'angle A. est droite cette relation devient 

(m + nl'abv/abmn 



S = 



2mn(am+bn) 
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QUESTION 203 

Solution par M. J. Pangaut, élève àrinstitutde Sainte-Marie (Besançon). 



On donne un cercle A et^ à Vintérieur de ce cercle, un point fixe 
P. Soit ùk une tangente fixe^ perpendiculaire en A au diamètre 
qui passe par P. 

4^ Autour deP, on fait tourner une transversale qui rencontre 
A aux points Q et Q' ; en ces points on élève à QQ' des perpendi- 
culaires qui rencontrent A' aux points M, M' et Von projette le 
point M sur PM', ou le point W sur PM. 

Trouver le lieu décrit par ces projections, 

2® On joint AQ et AQ' et Von projette W sur AQ', ou M sur 
AQ ; te lieu de ces projections est une circonférence tangente à A 
au point A et passant par le point F, symétrique de P par rap^ 
port au centre de A (G. L.) 

1® Prolongeons MI jusqu'à sa rencontre en P' avec le dia- 
mètre. Les triangles MP'A PAM', semblables comme ayant 
leurs côtés perpendiculaires, donnent : 
AM_ AP 
AF"~AM'' 
ou AM'X AM' = AP 
XAF. 

Mais les quadrila- 
tères semblables (*) 
APQM et APQ'M' 
donnent 

AM X AM' = PQ X PQ' 
= APxPB 

Donc AP X AP' 

= AP X PB 
ou AP' = PB. 




(*) Cette remarque est exacte et intéressante, mais elle ne nous semble 
pas évidente. On peut observer, pour établir la similitude en question : 
!• que les triangles PM'Q', MPA sont semblables, 2o que les angles 
QMP = QAP, et APM' = AQ'M' sont égaux. 

L'égalité des angles QAP, AQ'M' résulte, d'ailleurs, de ce que M'Q' 
rencontre A en un point, diamétralement opposé à Q. G. L. 
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Le point P' est doDC symétrique de P par rapport au centre 
et le lieu du point I est une circonférence de rayon OP et 
de centre 0. 

2« AQ est parallèle à IM'. En effet : AQP = M^', car ils 

ont même mesure. Or îFAQ^ = IPQ^ 

Donc AQP =^TpQ et les droites AQ, IM' sont parallèles. 

Ainsi MP' est perpendiculaire à AQ et le lieu du point 

K est une circonférence de diamètre AP; par conséquent 

tangente à A en A. 

Nota.— Solutions diverses par MM. Léon Grabit (Lycée du Havre); 
Gotoni (Lycée d'Alger) ; Miniur (Ecole normale des Sciences de Gand); 
J. Moulet (Gollège de Manosque); Henri Martin (Lycée Gondorcet); 
Louis Prince (Lycée de Grenoble); E. Quintard, à Arbois; J. Ghapron. 



QUESTION 204 

§k»liitio]i par M. J. Pangaut, élève & Tlnstitut Sainte-Marie (Besançon). 

On considère un cercle et un diamètre AB, un point P sur AB 
et les tangentes aux points A. et B. Par P on mène une semi- 
droite mobile qui rencontre le cercle en Q et, par le point Q on 
trace une droite perpendiculaire à PQ qui rencontre les tangentes 
fixes enTA et enN. Trouver le lieu décrit par le point de concours 
des diagonales: i^ du quadrilatère APQM; 2® du quadrilatère 
PQBN? (G. L) 

Les quadrilatères APQM, PBQN sont inscriptibles ; on a 

donc 




1=1, 2=2 

et, par suite, 
MPN = AQB= î^. 
Le quadrilatère 
PQGC est donc, lui 
aussi , inscriptible 
et l'on a 4 = 3 J 
mais T= 3 parce 
que ces angles ont 
pour compléments 
les aogles égaux 



Tet 2'. Ainsi 1 = 4; donc CC est parallèle à AB. 
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D'après cela, le lieu du point G est une ellipse de petit 
axe A, dont le grand axe, perpendiculaire au milieu de AP, 

est égal à \/hM~= PQ'. 

Posons AP = A, PB = h' et décrivons les demi-circonfé- 
rences de diamètre h et h\ Puis menons CD' et CD perpen- 
diculaires sur AB. Les triangles AGD et GDP semblables 
respectivement à BG'D' et à PC'D' donnent; 

AD X D'B = DP X PD' = CD* = GW\ 
AD PD AD + PD h 



d'oli 



PD' D'B PD' + D'B K 
D'autre part 

CD' _ DP X PD' _ PD' _ h' 

RD* "" DP X AD " AD ~ /i 



— > 



CD y/h.h' 

On peut appliquer, sans démonstration nouvelle, ce résultat 
au lieu décrit par le point G' ; ce lieu est une ellipse dont 

les axes sont égaux : Tun, à K ; l'autre, à ^hh\ 

Nota. -— Solutions diverses par MM. Rogier (lycée de Marseille) ; 
MiDuir (école normale de sciences de Gand) ; Henri Martin (lycée Gon- 
dorcet) ; Bécla (collège de Beauvais) ; D. Gotoni (lycée d'Alger) ; J. Gha- 
proD, à Bragelogne; A. Troille (lycée de Grenoble); E. Quintard,&Arbo)s. 



QUESTION 205 

fiolatlon par M. Tabbé E. Gblin, professeur au collège Saint-Quirin} 

à Huy. 



Résoudre Véquation 

afa 4- xJCa 4- 2xjfa 4- 3xj = b^b 4- xjfb 4- 2x}{h 4- 3xj. 

On a successivement : (G. L.) 

(a* 4- 3aaj)(a« 4- iax 4- 205») = (6" 4- 36a;) (6* 4- 36a; ^ 2a;»), 

(a« 4- 3aa;)» 4- 2a;*(a* 4- 3aa;) = (6* 4- 36a;)« 4- 2x\b^ 4- 36ac), 

(a' 4- 3axY - (6* 4- 36x)* 4- 2a;«[(o« 4- 3ax) - (6« 4- 36a?)] = o, 

[(a« 4- 3ax) - (6« 4- 36a;)][(a» 4- 3aa?) + (6« 4- 36a;) 4- 2a;»] = o, 

(a — 6)(3a; 4- a 4- 6)[2a;* 4- 3a;(a 4- 6) 4- a" 4- 6*] = o, etc. 
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Nota. — Solutions analogues par MM. J. Ghapron, à Bragelogne; Bou- 
tin, professeur au collège de Vire; Ignacio Beyens, à Cadix; Rogier 
(lycée de Marseille); Henri Martin (lycée Gondorcet); J. Moulet, au 
collège de Manosque; Léon Grabit (lycée du Havre]; A. Troille (lycée 
de Grenoble); Bécla (collège de Beauvais); Paul Bourgarel, à Antibes; 
Gouvert (lycée Gondorcet); E. Quintard, à Arbois; Henry Galopcau, 
(Lycée d'Angoulôme). 

Une copie, non signée, porte une remarque intéressante, généralisant 
la question posée. 

L'auteur observe, avec r aison, que l'équation 

a{a-hpx){a-hqx](a-^p-hqx) = h{b-hpx){h]-{-qx)(b-^P'hqx)j 

est aussi quadratique ; elle se décompose en deux facteurs, en suivant 
la méthode indiquée ci-dessus. 

En ajoutant ^--=-x* aux deux membres, ceux-ci deviennent des carrés 

parfaits. La décomposition de Téquation proposée, en deux autres, est 
ainsi rendue manifeste; mais cette méthode, plus rapide, est moins 
naturelle que celle qu'on vient de lire. G. L. 



QUESTION 206 

Nolntlon par M. Ignacio Betbns« capitaine du Génie à Cadix. 



Démontrei' que si les côtés b, c d'un triangle et Vangle corn- 
pris A vérifient la relation 

b = 4C cos f 3o® 4- -j ces ho^ ] : (1) 

4^ Vangle A est le double de G; 
2^ Les côtés a, b, c vérifient Végàlité 

a« = c(b -♦- c). (2) 

On pourra déduire (par des considérations géométriques) cette 
seconde propriété de la précédente. (G. L.) 

!• La relation (1) donne, successivement, 

6 = 2c(co8 6o H- cos A) 
fc = c(i H- 2 cos A) (3) 

sinB = sin(A h- G) = sinG(i -+- 2 cos A) 
sin(A — G) = sinG. 
Les grandeurs A, B, G représentant les angles d'un triangle, 
l'égalité précédente ne peut être vérifiée qu'en supposant 

A - G = G, ou A = 2G. 
2<» La relation (3) peut s'écrire, par application d'une for- 
mule connue, 
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6« -f- C« - a» 

b =z C -\ r » 



ou o* = c(b + c). 

Autrement. — Soit A.BG un triangle tel que Tangle A = 2c ; 

si Ton mène la bissectrice AS de l'angle 
GAB et la droite BD parallèle à AS, 
on a, évidemment AB= AD etBD=BC. 
D'ailleurs, les triangles semblables 
CBD, BAD, donnent : 

BA BD _ BD 

BD"" CD " CA + AB' 
c a 




ou 



a b -h c 

relation qu'il s'agissait d'établir et qui, comme l'on voit, appar- 
tient à tous les triangles dans lesquels un angle A est double 
d'un autre angle G. 
Les réciproques sont vraies et s'établissent facilement. 

Nota. — Solutions diverses par MM. : Moulet (collège de Manosque); 
Beclu (collège de Beauvais) ; G. Russo, à Gatanzaro; Joseph Pangaut 
(institut Sainte-Marie, Besançon) ; Troille (lycée de Grenoble] ; Miniur 
(école normale des sciences à Gand); Caitucoli, à Sisteron; Edmond 
Bordage, professeur au collège de Nantua; J. Ghapron, àBragelogne; 
P. Bourgarel, à Antibes; D. Gotoni (lycée d^ Alger); Tabbé E. Gelin, 
professeur au collège Saint-Quirin, à Huy (Belgique); Ch. Martin (lycée 
Gondorcet) ; Régis Frilley (pensionnat des Maristes, Plaisance) ; Louis 
Prince (lycée de Grenoble); Couvert (lycée Gondorcet); Henry Galopeau, 
à Beaulieu, et X... (*). 



QUESTION 208 

Solution par M. J. Moulet. 



Soient deux cercles A, A' tangents au point M; par M, on 
mène une transversale mobile qui rencontre L en k et ti enB, 
La perpendiculaire élevée à AB, au point B, et la tangente à A 
en k se coupent en un point G; si^ du point G, on abaisse une 

(*) Les correspondants qui nous adressenti simultanément, les solu» 
tions de plusieurs questions^ sont priés. de signer chacune d'elles. 
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perpendiculaire sur la ligne des centres^ on obtient une droite qui 
rencontre AB en I. 

Le lieu du point I est une circonférence. (G. L.) 

Joignons O'B, OA. Ces deux lignes sont parallèles, et les 
angles MO'B, MOA sont égaux ; leurs moitiés, c'est-à-dire CAB", 

c 




BEM sont aussi des angles égaux. 

Or GIB = BEM. 

Donc CAB = GIB ; 

enfin, le triangle IGB est isoscèle, par suite IB = BA. 

Gela posé, par I menons Iw parallèle à O'B, le point oj est 
le symétrique de par rapport à 0'. Mwl est un triangle iso- 
cèle puisqu'il est semblable à MO'B. 

cdM = (ol. 

Le lieu de I est la circonférence décrite, de w comme centre, 
avec (dM comme rayon. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Vigarié; Joseph Pangaut (insti- 
tut Sainte-Marie, à Besançon); Ménétrier (collège de Ghâlon-sur-Saône) ; 
A. Couvert (lycée Condorcet); Troille (lycée de Grenoble); J. Chapron, 
à Bragelogne; Ignacio Beyens, à Cadix; Henri Martin (lycée Condor- 
cet); E. Quintard, à Arbois; Auguste Boutin, professeur au collège de 
Gourdemanche (Sarthe], et X< 



>••• 



JODRMAL DK MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 263 

QUESTION 210 

iîolutloiiy par M. Auguste Boutin, professeur au Collège de Gourdemanche. 



A, B, G étant les angles d'un triangle^ démontrer: 
^« Que 

conserve la même valeur^ quand on permute les lettres A, B, G. 
2** Mettre sous forme symétrique la valeur commune aux trois 
quantités que l'on peut ainsi former. (E. Gatalan.) 

La solution du second paragraphe, démontre la proposition 
énoncée dans le premier. Résolvons cette seconde question. 

Soit E Texpression considérée; si on la développe, elle 
devient 

A A B G 

E = 2tg- + C0tg-- + tg- 4- tg- (1) 

4 4 4 4 

B G A/ B G B G\ 

+ tg-tg-^cotg--(tg- +tg-- + tg-tg-j. 

4 4 4\ 4 4 4 ¥ 

D'ailleurs A, B, G étant les angles d'un triangle 

A B G A B G 

4 4 4 4 4 4 
relation qu'on peut écrire : 



4\ 4 4 4 4/ 



o = I + C01 

4\-'4 "4 -4"4> 

B G .A , B G 

+ tg- + tg- - cotg- - tg- tg- . 
4 4 4 4 4 

Ajoutant (1) et (2), membre à membre, il vient 

. . A . B . G> 

E 



= I + 2(tg-+tg-+tg4 



4 4 4' 

Nota. — Solution analogue par M. E. Quiotard, à Arboia. 



â64 JOURNAL Dl MATHÉMATIQUES ÉLÉMBNTAIR£S 



QUESTIONS PROPOSÉES 



265. — Si quatre points A, C, B, D rangés sur une droite, 
dans Tordre indiqué par les lettres, sont conjugués harmo- 
niques ; désignant le milieu de CD, on a 

OB.AG.AD = OA.BG.BD. (G. L.) 

266. — Résoudre l'équation 

(acD* -t- 6a? 4- c)" = x'(Aâî* -i-bx-hc^ 
en supposant, bien entendu, 

A -07^0. (G- L) 

267. — Démontrer que Ton a 
sina8in(6— c)sin(6+c— a) 

+sin6sin(c— a)sin(c+a— 6) [ s:2siu(a--6)sin(6— c)sin(c— a). 
-hsincsin(a— 6)sin(a-f 6 — c) 
et, aussi, 

cosasin(6— c)cos(6+c— a) 
+cos6sin(c— a)cos(c+a— 6) [ s:2sin(tt— 6)sin(6— c)sin(c--a). 
+coscsin(a— 6)co8(a+6— c) 

(Question empruntée à la publication Zeitschr, f, Mathem, u, Naturw.) 

Nota. — Les questions 239 et 262, dont les énoncés sont presque iden- 
tiques, doivent être considérées comme ne formant qu'un seul exercice. 

La question 234 [Journal^ 1886. p. 26i) se trouve déjà résolue, à la 
page 81 du journal, année 1879. Nous considérons donc, après cette 
indication qui nons a été fournie par M. Galopeau, cette question comme 
résolue. 



Errata. — 1" Page 7, ligne 23 

au lieu de c = yà^ -h 6, 

3 

lisez . c =: v'c> — b, 

2<* Supprimez le nota de la page 240 ; la propriété signalée n*est vraie 
qu^avec certaines restrictions, comme nous Ta fait remarquer M. Boutin. 



Le Directeur-Gérant, 

G. DE LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DF.S CHBMIIfS DB FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 80, PARIS. — 19406-7. 
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VARIÉTÉS 



SUR LA 

GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE ET DE L'ÉQUERRE 

Par M. Cl* de liongchamps* 

(seconde partie) 

(Suitej voir p. 242.) 



CHAPITRE V 

LES PROBLÈMES DU POINT INACCESSiDLE 

La position d'un point M dans une région inaccessible, sou- 
lève évidemment des problèmes différents de celui que nous 
avons traité dans le chapitre précédent. On peut demander, par 
exemple, d'évaluer la différence des distances du point inac- 
cessible à doux points donnés, ou le rapport de ces distances, 
etc. On peut aussi se proposer d'évaluer la longueur de la 
perpendiculaire abaissée de M sur une droite donnée; puis, 
imaginer que le point inaccessible soit mobile, et deman- 
der alors comment varie sa distance à un point donné, fixe ou 
même mobile, ainsi qu'il arTive dans le problème de la pour- 
suite, etc, etc.. 

Ces différentes questions vont nous occuper; mais nous 
examinerons d'abord un cas particulier du problème géné« 
rai, traité au Chapitre précédent. 

46. Le Problème de la plate-forme. — Nous suppo- 
sons qu'on ne puisse se mouvoir que dans un espace très 
limité, comme celui que présentent les talus d'une forteresse, 
la terrasse d'un château, ou même le pont d'un bateau ; et, dans 
ces conditions, nous voulons déterminer la distance qui sépare 
l'observateur d'un point R, visible dans l'espace environnant; 
on pourra, si l'on veut, supposer que R est, relativement, assez 
éloigné. 

louBNAL db' iuth. thtu, — 1887. , 12 




Fig, 494. 
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1» Une première solution découle du théorème de Chasles 
Première partie^ 2, p. 9). Prenons, sur la plate-forme donnée, 

un triangle DPQ aussi grand que possible, 
et dont un côté PQ passe par le point 
visé. Déterminons ensuite, entre les côtés 
DP, DQ, une droite AG passant par R ; enfin, 
traçons AP et CQ. Le théorème cité donne 
_ AG.BP.DQ 

BA.DQ - AD.BP* 
Gomme le point A peut être pris arbi- 
traitement sur DQ, en choisissant pour A le milieu de DQ, 
la formule précédente se simplifie, et Ton a 

2AC.BP 

"^ = 2BA-BP' 
2<» La solution de Garnot. Soit ABCD la plate-forme donnée ; 

effecluons les tracés indiqués (fig. i92); nous 
allons montrer que 

. '2_ _ J L 

OR ""OH OK ' 

En effet, K, 0, H, R forment une ponctuelle 

harmonique; donc 

'> I I 

;(A) 




RO 



ou 



ou encore 



RH 

I 



RK 



OR 



OR + OK 
OK 



OR - OH OR 
OH 



OR + OK OR - OH 

Cette dernière égalité donne bien 

2 1 I 

OR 



(1) 



OH OK 

relation connue, qu'on pouvait écrire immédiatement, en 
appliquant la formule (A) et en tenant compte de ce fait que 
OK est de signe contraire à OH et à OR. 

Cette solution diffère peu de celle qu'a proposée Garnot et 
à laquelle nous avons fait allusion au Chapitre précédent. 
Voici d'ailleurs, explicitement, la solution proposée par Garnot 
pour mesurer la distance, d'un point don»é A, à un autre 
point R visible, mais inaccessible. 
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Dans la région accessible, effectuons les jalonnements 
qu'indique la fig. i93; la ponctuelle AOBR (*) 
est harmonique et Ton a 

I __ 2 I 



(2) 



AR AB 

. Carnot donne la valeur de la distance 
inconnue AR sous la forme équivalente 

AB.OA 

mais les formules (1) et (2) sont plus com- 
modes, quand on fait usage de la table des 
inverses. 




Fig> 49S. 



3® La Solution par Véqaerre. Soit OR la ligne de visée, R étant 
le point considéré ; traçons AB perpendiculairement à OR et 
prenons, sur la plate-forme donnée, deux points A, B, symé* 
triques par rapport à 0, de telle sorte que AB ait toute la lon- 
gueur possible. De B, visons d^ nouveau le point R, puis 
joignons A à un point G de cette ligne de visée; enfin abaissons, 
sur AB, la perpendiculaire CH. AG rencontre OR en M et il 
est facile de reconnaître que 

I _ 2 I 

ÔR "^ cl ~ ÔM* 

Cette propriété peut être considérée comme étant unô 

conséquence de celle que nous avons utilisée tout à l'heure. 

On peut aussi l'établir en appliquant le théorème de Mené- 

laiis au triangle ORB et à la transversale CMA. On a, en effet, 

GB MR AO 



ou 



GR'OM AB 
GH OR - OM 



OR - GH OM 
De cette relation, on déduit 
1 I I 



= 2. 




Fig. 1H, 



GH OR ' OM 
Cette égalité résulte encore, si Ton veut, de ce fait que GA 

(*) La lettre O, dans la fig. 193, doit être placée à Tiaterâection des 
lignes MQ, NP. 
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CB, CO et la parallèle menée par C, à AB, forment un faisceau 
harmonique. On observera d'ailleurs qu'elle subsiste, si Ton 
suppose OR non perpendiculaire sur AB. 

47. Différence des distances entre un point inac- 
cessible et deux points donnés. — Dans certains cas, 

on peut proposer de reconnaître si un 
point inaccessible est plus rapproché 
d'un point A que d'un autre point B. On 
peut aussi demander d'évaluer la diffé- 
rence OA — OB, sans rechercher, séparé- 
ment les longueurs OA et OB. 
Voici une solution de ce problème. 
Jalonnons BM, parallèlement à OA et, 
avec le cordeau, prenons BM = BN = /, 
/ désignant la longueur du cordeau. Il 
^*^' '^^* suffit alors de jalonner AK, parallèle- 

ment à MN; BK représente la diflférence cherchée. 

Dans le cas ou l'on veut seulement apprécier si, au point B, 
on est, ou non, plus rapproché de 0, qu'on ne l'est en A; alors, 
la fausse équerre indique immédiatement le résultat demandé. 
Il suffit de relever, en A, l'angle BAO ; et, après l'avoir trans- 
porté en B, d'observer si l'angle ABO est, ou n'est pas, plus 
grand que celui qui est marqué par l'instrument. 

On observera que, si l'on connaît la distance de A à un 
point inaccessible 0, le problème précédent donne le moyen 
d'obtenir les distances, de tous les autres points accessibles 
à ce même point 0; cette remarque s'applique au problème 
suivant. 

.48. Évaluer le rapport des distances entre un 
point inaccessible et deux points donnés. — Au 

milieu de AK (fig. I9S), élevons une perpendiculaire HR; 
cette droite étant la bissectrice »de l'angle AOB, nous avons 

OB _ RB 

OÂ"" RA* 
Il suffit donc de chaîner les longueurs RB, RA, puis de 
prendre le rapport des deux nombres obtenus. 
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49. Remarque. — Les constructions indiquées dans les deux 
paragraphes précédents fournissent deux relations entre OA 
et OB; elles font connaître la différence et le rapport des 
distances OA et OB ; elles les déterminent donc complètement. 
On pourra, avec avantage, adopter cette méthode, lorsqu'on 
aura besoin, simultanément, des deux longueurs OA, OB. 

50. Distance d'un point inaccessible à une droite 
accessible. — Soit AB la droite proposée; on considère 
un point 0,' situé dans une région inaccessible U, mais 
visible; on demande d'évaluer la distance OH, de à AB. 



A\ 





Fig. 496, 



Vlg. 1^7. 



1® Abaissons la perpendiculaire BK sur OA, puis pro- 
longeons-la jusqu'à ce qu'elle rencontre HO au point C; les 
triangles semblables GHB, AHO donnent 

2^ On peut aussi utiliser la propriété si remarquable du 

trapèze {Première partie^ § 14). 

Ayant fait la construction indiquée (fig. 197). la propriété 

rappelée donne 

I _ I i_ 

. (iH-CB DÂ* 
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Examen d*un cas particulier. — Mais cette méthode exige 
que le pied H, de la perpendiculaire abaissée de sur AB, 
jj , soit placé dans la partie acces- 

sible V; supposons, comme le 
montre la fig. 498, qu'il n'en 
soit pas ainsi. 

1*^ Élevons O'A, O'B respec- 
tivement perpendiculaires sur 
OA, OB; puis projetons le 
point 0', en H', sur AB. Nous 
observerons d'abord que les 
points H et H' sont isotomiques 
sur AB, c'est-à-dire symétriques 
par rapport au point M milieu 
de AB. En effet, le quadrila- 
tère OO'AB est inscriptible et 
le centre w est situé au milieu 
de 00'. La perpendiculaire abaissée de w sur HH' tombe 
donc au milieu de ce segment; d'autre part, AB étant une 
corde du cercle considéré, cette perpendiculaire tombe aussi 
au milieu de AB. Ainsi HH' et AB admettent le même po^it 
milieu; en d'autres lermes, H,H',sont isotomiques sur AB. . 
Cette remarque étant faite, observons que les triangles 
semblables O'AH', OAH donnent 

OH AH 




Et comme 
on a, finalement, 



OH 



AH' "" O'H' . 
AH = H'B, - 
H'A.H'B 



O'H' 



Cette égalité permettra de calculer OH, quand oii aura 
relevé les longueurs OH', H'A, H'B. ' 

2** La solution précédente est, dans la pratique, assez simple, 
aussi simple du moins que paraît le comporter la nature du 
problème; mais elle exige que le point H', isotomique de H, 
sur AB, soit situé dans les limites du terrain sur lequel on 
opère. Dans certains cas, si le point H est très éloigné de M, 
cette condition pourra n'être pas remplie ou, tout au moins, 
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le grand éloignement de H' pourra donner lieu à de longs 
chaînages et à des diflS cultes pratiques, de natures diverses. 

Voici, pour ce cas particulier, une solution qui n'exige que 
des chaînages exécutés dans le voisinage des points donnés. 

Abaissons la per- 
pendiculaire BG sur 
OA. Nous avons d'a- 
bord 

OA 

ba" 

Menons mainte- 
nant, par G, une pa- 
rallèle GD à OB ; nous 
avons 

OACA 

BA""DÂ' 

et par conséquent, 
BC.CA 



OH = BG. 



OH 



DA 




Fig. 199. 



51. Distance d'un point inaccessible S, très éloi- 
gné, à une droite donnée AB. — Dans certains cas, le 
point considéré est très éloigné, et visible seulement dans 
les lunettes. On peut imaginer, pour 
résoudre ces problèmes- dans lesquels 
on fait entrer la considération de gran- 
des distances, un appareil formé de 
deux lunettes superposées, disposées 
sur un pied pouvant se fixer sur le sol, 
et dont les directions sont rigoureuse- 
ment rectangulaires. Au fond, cet ap- 
pareil est une équerre ordinaire, à 
Tusage des grandes dislances. Voici 
comment on peut Tutiliser pour la solution du problème qui 
nous occupe. 

Aux points A, B visons le point S; puis jalonnons les 
droites qui partent de ces points, perpendiculairement aux 
directions AS, BS. Nous obtenons ainsi un point 0; pour dos 




Fig, too. 
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raisons évidentes, il se projette sur AB en un point H' iso- 
tomique de H, projection do S sur AB. Les triangles sem- 
blables BOH', SBH donnent, d'ailleurs, 

^ BH\BH 

Et comme AH' = BH, 

nous avons finalement 

Cette formule permet de calculer la distance inconnue SH 
au moyen des longueurs AH', BH', OH', faciles à chaîner; 
car elles sont aussi petites que Ton voudra, bien que SH 
puisse être très grand. 

Remarque. — On observera que la solution précédente 
n'exige nullement que le point H soit déterminé et, dans cer- 
tains cas, s'il existait par exemple un obstacle entre H et S, 
cette détermination ne serait pas facile. 

Nous rencontrons ici, incidemment, une solution du pro- 
blème suivant : Abaisser d'un point S, inaccessible, une perpendi- 
culaire sur une droite a^ccessible AB ; S étant invisible du pied H 
de la perpendiculaire en question. 

On détermine le point H', comme nous l'avons expliqué; 
puis on prend l'isotomique H. 

52. Distance à un but inaccessible, mobile sur 
une trajectoire rectiligne. — Nous allons supposer, 
maintenant, que le but proposé est mobile sur une trajectoire; 
mais nous n'examinerons que les cas oîi cette trajectoire est 
rectiligne; mais nous reviendrons, dans le Chapitre que nous 
consacrons aux problèmes d'artillerie, sur le cas général, 
celui 011 la trajectoire décrite par le but est quelconque. 

Soit la position de l'observateur; un point R est mobile 
sur un terrain inaccessible, ou très éloigné, mais sur une 
droite A déterminée par deux points E, F visibles de diffé- 
rents points du terrain qui avoisine le point 0. Effectuons 
les jalonnements qu'indique la figure et déterminons notam- 
ment les points P, Q où la droite qui va, de l'œil de l'obser- 
vateur, au point mobile R, coupe les alignements BD, AG. 
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Une propriété connue prouve que CODK est une ponctuelle 
harmonique; la ponctuelle QOPR, elle aussi, est doue harmo- 



^A 



Fia. sou 
nique. En cuuséqueuce, noua avons : 

2 1 I 

On pourra, par l'application de la table des inverses, cal- 
, culer Fjipideiuent la ,distance ïtO, connaissant les distances 
OP et OQ. 

Dans la pratique, ou doit opérer avec deux cordeaux, 
divisés en décimètres, de zéro h cent. L'origine de ces cor- 
deaux étant en ; les longueurs OP, OQ sont relevées par 
une simple lecture faite par les aides placés aux points P, Q; 
un calculateur, muni de la table des inverses, fait la lec- 
ture { 
aouvelle lecture donne la valeur du nombre c 



X OP OQ 
La distance inconnue est le double de la longueur x, ainsi 

calculée, 

JOURNAL DB MATH. itiM. - 1S31. 12. 
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Le principe de celte solutiou est emprunté au livre de Ser- 
vois (loc. cit.. p. 62). Nous avons seulement modifié celle-ci de 
manière à l'adapter à la pratique de la table des inverses; et, 
telle que nous la présentons ici, elle nous paraît susceptible 
de certaines applications. Elle peut notamment permettre 
d'apprécier, sans calcul, et par la seule lecture des nombres 
OP et OQ, si le point mobile R se rapproche, ou non, de 0. 

53. Le problème de la poursuite. — Nous allons 

enfin supposer que les deux points, dont la distance est 

inconnue, sont mobiles, et animés d'un mouvement uniforme. 

Sans vouloir déterminer la valeur absolue de la distance des 

deux points mobiles, on peut demander si cette distance 

augmente ou diminue. Nous nous occu- 
perons d'abord de ce problème; qui se 
résout très simplement et sans aucun calcul. 
Soit A la droite sur laquelle nous sup- 
posons un mobile H poursuivi par un autre 
mobile A. L'observateur, chargé d'étudier 
les variations de cette poursuite, se place 
en K, à une certaine distance de A, sur 
une perpendiculaire à A. De ce point K, 
avec la fausse équerre, il relève l'angle a 
K sous lequel on aperçoit H et A ; cela fait, 
il laisse un jalon planté en K. Puis, se 
déplaçant en même temps que H de façon 
à rester toujours, avec ce point mobile, sur 
une perpendiculaire à A, il vient occuper, 
sur la droite H'K', un point I, tellement 
Fig. SiOi, choisi qu'ilaperçoive encore les deux points 

mobiles A', H', sous l'angle a, précédemment observé. De ce 
point I, visant H', puis le jalon laissé en K, il relève un 
angle 9 qu'on pourrait appeler Y angle de poursuite; cet angle, 
pour les raisons que nous allons donner, permet d'apprécier 
si la distance des deux mobiles augmente, diminue ou reste 
constante. 

Nous ferons d'abord observer que l'opérateur, dans le 
mouvement qu'il exécute pour voir constamment lefs points 
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mobiles sous le même angle a, décrit une droite; en suppo- 
sant, bien entendu, que les mobiles considérés sont, comme 
nous l'avons dit, animés, Tun et l'autre, d'une vitesse constanle. 
Les triangles semblables AHK, A'H'l donnent : 

HK_ J[l _ RK 
~ HA. ~ H'A' ""HA - H'A'' 

t désignant une constante donnée, puisque a est supposé 
invariable. 
On a donc 

RK 



t = 



HA' + A A' - (HH' + HA') 

RK 

ou t = • 

AA' - HH' 

Soit lo rapport des vitesses des deux mobiles, on a 

AA' 



9= 



HH' 



Par suite, ^ (e _ i) = __- ^ _. (j) 

L'angle H'IK = cp, que nous appelons angle de poursuite 
est donc constant; et le lieu décrit par le point I est une 
droite. 

La formule (l) prouve que si o est obtus, le mobile pour- 
suivant se rapproche de l'autre; au contraire, si 9 est 
aigu, la distance des deux jnobiles augmente; enfin, la 
distance reste constante si 9 est un angle droit. L'exactitude 
de ces résultats est évidente, et, pour vérifier ceux-ci, il n'est 
pas nécessaire d'avoir recours à la formule (1) ; mais il était 
bon d'établir cette égalité pour montrer que, dans la solu- 
tion présente, l'observateur devait se déplacer sur une droite 
déterminée. 

Lorsque la poursuite s'effectue par des mouvements non 
uniformes, enrelevantl'angle depoursuite,pour des intervalles 
déterminés, équidistants si Ton veut, on obtiendra une cer- 
taine ligne brisée correspondante et, par suite, une courbe que 
l'on peut tracer en réunissant, par un trait continu, les. som- 
mets de cette ligne. La courbe de poursuite, comme on pourrait 
l'appeler, indiquera les variations qui ont été éprouvées par 
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les distances des deux mobiles, aux divers moments de la 
poursuite. 

2*^ Il est, certainement, plus difficile d'évaluer, à un instant 
donné, la distance absolue des deux points mobiles; voici 
pourtant une solution de cette question^ assez simple, relative- 
ment (*). 

Supposons que l'opérateur après avoir relevé l'angle a, au 
point K, se transporte, avec la même vitesse que H, parallè- 
lement à AH, de K en K', Arrivé 
au point K', il observe les points 
mobiles A', H', dans leur nouvelle 
position ; soit p l'angle relevé en K'. 
On voit facilement que la distan- 
ce des points mobiles augmente, 
diminue, ou reste constante, sui- 
vant que l'on a p > a, p < a, ou 
p = a; et cette remarque permet 
de résoudre encore le problème de 
la poursuite, quand on veut simple- 
ment apprécier si le mobile A 
gagne, ou perd, du terrain, sur 
le mobile H qu'il poursuit. 
Mais proposons-nous d'évaluer, exactement, le rapport des 
vitesses des deux mobiles; de cette connaissance, nous dédui- 
rons la vitesse de A, connaissant celle de H; et, par suite, 
la variation qu'a subie la distance des deux mobiles, aux 
deux instants observés. 
Nous avons 

AA' = AH - A'H = AH - A'H' -h HH', 




Fig. t03. 



ou 



kk' = KK'. == - KK'. %^ + HH'; 



K'S 



RK 



et, par conséquent, 



RK/ 



(*i On peut, considérer la solution présente comme purement théo- 
rique. Néanmoins, certains cas pourraient se présenter, pour lesquels 
son application deviendrait utile. 
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Le point S peut être déterminé par un aide qui, partant 
de K avec une vitesse convenable, se déplace dans la direc- 
tion KA; K'S est donc une longueur que Ton peut relever 
avec le ruban divisé. 

Quant à la longueur RK elle n'est pas connue, car on ne 
doit pas admettre, dans le cas présent, que Ton puisse revenir en 
arrière de la position H'K'. Il faut alors supposer qu'un second 
aide parte de K', dans la direction déterminée A'K'. Au bout 
d'un temps égal à celui qui a séparé les deux observations 
faites en K et en K', le second aide occupe une position T, 
et, le mouvement étant uniforme, on a K^T = RK. 

La formule (l), dans laquelle, pour simplifier le calcul, on 

AA' 

supposera HK = 100"*, permet de calculer le rapport :rr^« 

On pourra, avantageusement, pour ce calcul, faire usage, de 
la table des inverses. Malgré ces diverses remarques, on peut 
prétendre quela solution précédente est plutôt théorique ; mais 
il ne paraît pas facile d'en imaginer une autre plus pratique; 
le problème en question offre nécessairement, au point de 
vue des exigences matérielles qu'il comporte, une certaine 
difficulté. (À suivre.) 



CONCOURS GENERAL DE 1887 



Mathématiques élémentaires, 

La poi'tion de plan comprise dans un angle droit XOY étant partagée 
en un nombre infini de carrés égaux, par des parallèles à OY et par des 
parallèles à OX, on convient 'de fixer la position de l'un quelconque de 
ces carrés, dans cet angle, soit par deux nombres entiers x eiy appelés 
les coordonnées de ce carré, soit par un nombre entier iï appelé le 
nu/nm'o du même carré. 

Les coordonnées x ei y d'un carré sont déterminées comme il suit. 
On groupe les carrés par bandes parallèles à OY et par bandes paral- 
lèles à OX. On désigne par x le rang d'une bande parallèle à OY 
comptée en prenant pour premièi*e bande celle qui est bordée par OY,et 
en avançant dans le sens OX pour passer d'une bande à la suivante; 
on désigne par y le rang d'une liande parallèle à OX, comptée' en pre- 
nant pour première bande ceUe qui est bordée par OX, et en avançant 
dans le sens OY, pour passer d'une bande à la suivante. Les deux 
nombres entiers x et t/, ainsi définis, sont les coordonnées du carré 
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commun à la bande de rang x parallèle à OY et à la bande de rang y 
parallèle à OX. 

Le numéro z d'un carré est détermioé comme il suit. On groupe les 
carrés par files obliques disposées comme l'indiquent, sur la figure ci- 
dessus, les droites en traits interrompus. Lapiemière file contient un 
carré, la seconde deux, la troisième trois...; la file oblique, de rang k, 
contient k carrés. On donne le numéro 1 ad carré de la première file, 
les numéros % 3, aux carrés de la seconde, les numéros 4, 5, 6, aux 
carrés de la troisième, etc., en avançant sur chaque file oblique, de OX 
vers OY, pour passer d'un carré au carré suivant. 

On voit par exemple, sur la figure ci-contre, que le carré qui a pour 
coordonnées a; = 2, y =^b, a pour numéro ^ = 20. 

Par ces conventions, à un groupe de deux nombres entiers quel- 
conques X et y y on fait correspond! e unnombrc entier 5, et, récipro- 
quement, à un nombre entier quelconque z, on fait correspondre un 
groupe de deux nombres entiers x et y. 

Gela posé, on montrera que les coordonnées x et y de l'un quelconque 
des carrés d'une môme file oblique, et le rang k de cette file, sont trois 
nombres entiers qui satisfont toujours à une même relation; puis on 
résoudra les questions suivantes : ' ■ 

1° Étant données les coordonnées x et y d'un carré, trouver le nu- 
méro z de oe carré. Appliquer en faisant a: =27, y = M. 

2** Étant donné le numéro z d'un carré, trouver les coordonnées x 
et y de ce carré. Appliquer en faisant z = 248. 

3" Compter, parmi les n carrés dont les numéros sont les nombres 
1, 2, 3..,n, combien il y en a pour lesquels la somme x-\-y des coor- 
données est un nombre pair, et combien pour lesquels le produit œy 
des coordonnées est un nombre pair. Appliquer dans le cas où n- 157, 
et dans le cas où n = 180. 

4" Les lettres x et y désignnnt toujours le? coordonnées d'un carré 
dont le numéro est Zf et la lettre a représentant un nombre donné plus 
grand que 1, déterminer les valeurs qu'il faut donner au numéro z 
pour que l'expression 

or -I- (a 4- 2)1/ — 2z 
ait la plus grande valeur possible. Appliquer dans les trois cas sui- 
vants: a= 11, a = 12, a = 11,5; et, dans chaque-cas, donner la valeur 
maxima de l'expression. (U juin de 40 h. à 4 h, 4l^.) 



BACCALAURÉAT OE L'ENSEIGNEMENT SPÉCIAL 

JUILLET 1887 



POITIERS (1« série). 

Mathématiques. 

Les trois côtés d'un triangle étant :_ 

= ^2; 
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On demande: 1** de vérifier que la hauteur perpendiculaire au côté c a 
pour longueur l'unité; 2- de calculer les trois angles A, B, C. 

— Gomment obtient-on Texpression du volume d'une pyramide? 

POITIERS (2^ série). 

Mathématiques. 

— Une personne a souscrit trois billete ; le premier, de- a francs, 
payable dans ^ jours; le second, de a' francs, payable dans f jours; le 
troisième, de a' francs, payable dans (' jours. Elle désire remplacer ces 
trois'billets par un autre de A francs. Quelle sera l'échéance de ce billet, 
le taux de Tescompte étant r pour un jour et un franc? (Discuter.) 

— Exposer rapidement la théorie des phases de la Lune. 



BACCALA.UR^.\T ES SCIENCES COMPLET 

SESSION D'AVRIL 1887 



PARIS 



1. — Étant donnée une sphère de rayon R, la partager par un plan en 
deux zones telles, que les deux sommes obtenues en ajoutant, à l'aire de 
chacune de ces deux zones, l'aire de la section de la sphère par le plan, 
soient dans un rapport donné K. Montrer que le problème aura toujours 
une solution et une seule. 

Réponses : 

K — I 



2oK<x ,^rWk«-K+.-(K4-.). 

1 — K 
— Par quatre points, non situés dans un môme plan, on peut toujours 
faire passer une sphère ; et l'on n'en peut faire passer qu'une. 

2. —Mener dans une sphère.de rayon donné R trois plans parallèles entre 
eux, de manière que les surfaces des quatre zones ainsi obtenues, ANA', 
AA'BB', BB'GC, GKC soient entre elles comme les termes d'une pro- 
gression géométrique de raison donnée 7. 

II auteur des zones : 

__ 2R 

_ 2RÇ 

Réponses : { *^ i _{_ ç 4- çs _|_ ç3 
__ 2R9* 

""i-hg + ç^ + ç^ 
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I 



— Extraire la racine carrée d'un nombre entier ou fractionnaire, à - 



n 



prèS) n désignant un nombre entier. 

3. — Couper une sphère, de rajon R, par un plan de telle sorte que le 
rapport des volumes des deux segments détachés par le plan soit égal à 
m fois le rapport des aires des calottes sphériques correspondantes. 

Réponse : ' - 2(m i) 



m<i. ^^Rm-3-V9m'-.4m + 9 

2[m— i) 

Quelle est la valeur de tang. - ? En déduire celle de lang. - . 

4 o 

Réponse: Ig - = i ; tg ^ = ^ — r. 
4 o 

4. ^ Calculer sin -a, cos- a connaissant sin a. Quel signe faudra-t^il 

2 2 

prendre, devant les radicaux, quand Tare a sera égal à 2473«? 

. a div/i -Hsin adb\/i — sin a 

sm - = — - — ' 

2 2 

a d=\/i H- sin a rtv/^ — sin a 
cos - = — 

/ 2 ** 

Réponse : 



. 2/173» —Ji 4- sin 2473* -h s/i— sin2473» 
sm ' = — ^ 

2 2 

. 2473» —-\/ i+ sin 2473° — y/i ^sin 247 3* 

2 "~ 2 V 

Prouver que les forces appliquées à un corps solide peuvent toujours 
être réduit à deux, dont l'une est appliquée en un point arbitrairement 
choisi. 

5. — Quelle est la somme des termes d'une progression géométrique? 

Etant donnée une sphère de rayon R, à quelle distance x du centre 
distance faut-il mener un plan DE parallèle à un plan P passant par le 
centre de la sphère pour que le volume du segment DFE, ainsi ob- 
tenu, valent à celui du cylindre droit DD'Ë'E ayant pour base la section 
tenue, et, pour hauteur, x. 

Réponse: X ^ '-^ 
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La Table de logarithmes que M. Reboul vient de publit^r est aussi élégante 
qu'originale. Elle tient tout entière entre deux pages et contient dans 
ce court espace les indications nécessaires pour se servir des tables et 
même les règles du calcul des logarithmes. Sur une page se trou- 
vent les logarithmes de tous les nombres de 1 à 10,000, sur Vautre 
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page se trouvent les antUogjrUhnuSt c'est-à-dire les nombres corres- 
pondants à un logarithme donné. Les logarithmes sont à quatre déci- 
males, mais il nous semble qu*on ne peut pas compter d'une manière 
absolue sur la quatrième décimale: amsi, si Ton cherche le logarithme 
de 1011, on trouve par la seconde ligne 3,0048 et au contraire par la 
onzième ligne 3,0047. Mais, dans la plupari des cas, cette approximation 
est bien suffisante et le travail de M. Reboul ne peut qu'aider à répan- 
dre Tusage des logarithmes. Les deux feuilles sont collées sur un élé- 
gant carton qui se ferme de manière à pouvoir contenir des papiers : 
un cordon noir fixé dans toute la longueur est môme tout prêt à rece* 
voir une feuille blanche ou mieux de papier buvard. Nous croyons 
qu*ainsi garni il constituerait un élégant objet de travail que tous les 
écoliers des hautes classes seraient heureux de posséder. 

L. LÉvY. 
Chez Waraier, éditeur, 25, rue de la Victoire et 48, rue Laffitte. 



QUESTION 202 

$jiolutloii par A. Boutin, professeur au collège. de Vire. 



(1) Etant donné un contour polygonal convexe ABGDE... dont 
tes côtés successifs forment une progression géométrique décrois- 
sante indéfinie et dont les côtés successifs font entre eux un 
angle constant : 

i^ On regarde les côtes du contour comme représentant des 
forces tirant dans le sens indiqué par Vordre alphabétique^ et 
Von demande de trouver la résultante de toutes ces forces; 

2® Aux sommets successifs A, B, C, D... tZu contour, on place 
des poids formant une progression géométrique décroissante, et 
Von demande le centre de gravité de ce système de poids; 

3^ On regarde les côtés du contour comme des lignes pesantes, 
et Von demande de trouver le centre de gravité de ce contour. 

(2) Sur un arc de cercle donné, on prend n points équidistants, 
sur lesquels on place des poids croissant en progression géomé- 
trique: trouver le centre de gravité de ce système de poids. 

(3) Sur un mètre cube homogène, on place un décimètre cube de 
la même matière, de manière que les centres soient sur une même 
perpendiculaire à la face commune; sur celui-ci, on place, de la 
même manière, un centimètre cube; et ainsi de suite. Position du 
centre de gravité du corps ainsi formé. (Dellac.) 
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1. — Considérons deux axes rectangulaires Aa?, Ay, dont 
Tun Air est dirigé suivant AB. Soit / la longueur de AB, 
q la raison de la progression, (g < 1). et l'angle de BC avec 
Aaj. CD, DE... feront avec kx les angles respectifs 2a, 3a... 

Projetons toutes les forces, d'abord sur l'axe des ar, puis 
sur Taxe des j/, et soient X, Y, les sommes algébriques de 
ces projections : 

On a: 

(1) X = /( I + g cos a + g2 cos 2a -h g' cos 3a -i- ....) 

(2) Y = /(g sin a -h g* sin 2a -+- g'^ sin 3a + ..,.) 

M. Dellac, a donné (/. M. E.y année 1877, p.44) les sommes 
des séries entre parenthèses ; d'ailleurs nous les sommerons 
plus loin. On a donc en se reportant à ce résultat : 
^ __ /(i -- g cos g) ^ Iq sin es 

1 — 2g cos a + g* I — 2g cos a + g* 

La résultante cherchée est 

R = \/xrrY* = ^ 



v/i •— 2g cos a H- g* 
En se reportant à la Note citée (Problème du Myosotis), on 
voit que R est représentée par la droite AO, en grandeur. 
L'angle de R avec Ace, est donné par la formule : 

j — g cos a 

cos 9 = - - = CQS A. 

y/ 1 — 2g cos a -+- g* 
Donc AO représente également la direction de R. 
Pour achever de déterminer la position de R, cherchons 
la distance r de l'origine à R. Le théorème des moments donne : 

[g sin a -I- g« (sin 2a + g sin a) 
-I- g' (sin 3a -4- g sin 2a -h g* sin a) 
H- g*(sin4a4- g sin 3a + g" sin 2a 4- g'Rina)-h .... 



[g sin a -f g* sin 2a + g' sin 3 a -+- ... 
+ g'(g sin a -hg* sin 2a + g'' sin 3a -h. ..^ 
+ g*(g sin a -h g* sin 2a + g* sin 3a 4- ... 
+ ... 



= /«(g sin a + g* sin2a 4- g'sin3a + . . .)(i -h g' + g*-4- . . .) 

A- 15 7. g sin a I 

Ainsi : Rr = /* — • 

I — 2g cos a -h g* i — g* 
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Remplaçant R par sa valeur, on a 

h sin a 

2® Soient : p le poids Â, g^ la raison de la progression des 
poids, a?i, iji les coordonnées du centre de gravité cherché. 
On a, en prenant les moments par rapport à At/, Ax : 

pg^-^p^il-hlq cosa) 
2 \ _ ^ ■ ^1 i^-^h COSa-4- Iq* cos 2a) 

pX,(l +9iH-9l+ •..) - )H-p^}(/H-;çcOS(X+«g«COS2aH-i^»COS3a) 



^ — pl{q^ -^(jf^^-^q\^ ,,,) -{-plq cos ^{ql + <3'i H- . . .) 



i-q 

H- p/g* cos 2(i{q\ -4- 9Î -4- 9i + . . .) + • • • 
plq^ plq co&d.ql plg* cos 2(i,qi 

h 1 h • . • 



a?i = /qfi(i -4- gqf^ cos a + ^'«çf cos 2a -+- g'^ cos 3a -4- . . .) 

* I — 25'g'i cos a -4- q^ql 
Un calcul semblable donne : 

Vi ~ 'îi(9îi sin a -4- q*q\ sin 2a 4- q^ql sin 3a + • . .) 

y ^ %i sin g 

I — 2gqfi cos a -h g*çj 
3<* Les poids des côtés du contour sont proportionnels aux 
longueurs de ces côtés et appliqués en leurs milieux. Le 
théorème des moments appliqué par rapport à Ay, puis par 
rapport à Aa?, donne, pour les coordonnées (ojj, y,) du centre de 
gravité du contour : 

l . - -\- lq(l -h — cos a) 

2 2 

&,(,+,+,. + .. .)=.^ + W+^9C09« + ^|^ cos 2«} 

lq^{l -h Iq cos a 4- Iq^ cos 2a -4- -^ cos3a) 

I • » • 

- — ^ ~-(l +g* cosa 4-^* cos 2a -4- 0« COS 3a 4- . . .) 
i -~ q 2 

-h lq{i-hq-hq*-h . . .)-hlq^ç>osx{q-hq^-hq^-\-. , .) 
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-hlq^ cos2x{q^ -h rj^ -h . . .) + . • • 

l I — 0* cosa , i , „ q 

-{-Iq. h/q*cosa 



2 I — 2g* cos a-hç* i — q \ — q 

4- lo^ cos 2a — ^ h . . . 

I - g 

Z I — «* cos a Iq r ^ 

f -H ^~(i+a'C0Sa+0*C0S2a4-. .) 

2 I — 2g' cosa-f-g* I— g 

l I — g* cos Qt Iq I — g* cos a 



2 I — 2g* cos a -h g* i — g i — 2g* cos a 4- g* 
/ I — g* cos a 
2 I — 2g* cos a 4- g* ^^ 

Un calcul analogue au précédent donne : 

l (/• sin a 

^* 2 I — 2g* cos a4- g* ^ ^^ 

2. — Soient r le rayon de cercle, (n — i)a l'angle au centre 
de Tare considéré, divisé en n — i parties égales. Soit Tunité 
le premier poids, g, g*, ... les poids suivants. Considérons deux 
axes rectangulaires passant par le centre, Taxe des x étant 
dirigé suivant ^le rayon qui passe par le premier poids; soient 
a?, y les cordonnées du centre de gravité cherché. Le théorème 
(les moments donne, tout de suite ; (*) 

„ , , r I -h g cos a 4- g* cos 2a + ... 1 
aî(i 4-g4-g*+ .. . 4-g"-^)==r «4 , v » 

^ ^ ' L 4- g"-* cos (n— i)a J 

„ ,, rgsina-hg*sin2a+ ...n 

9-1 q~i 

On doit sommer les suites finies : 
A = gcosa4-g*cos2a4-g'cos3a4- . . .4-g'*~*cos(n— i)a (4) 
B= gsina4-g*sin2a4-g^ sin3a4-. . .4-g'*"*sin(n — \)x (o) 

[*) M. Dellac observe, dans une solution qu'il nous communiqude, que 
si Ton suppose 9 = i. le contour polygonal n'est plus convergent; il est 
inscrit à un cercle. On obtient ainsi le centre de gravité d'une suite 
infinie de points pesants. — Si on en retranche une autre suite infinie 
commençant au point (n 4- i]^^^ suite, dont on trouve de môme le centre 
de gravité, on obtient le centre de gravité des n premiers points pesants. 
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Nous ne croyons pas qu'on le puisse sans faire appel à 
la formule de Moivre. Cette formule consiste dans Tidentité : 

(cos a -h t sin a)*" = cos ma + i sin m a. 
Ceci posé, ajoutons les suites (4) et (5) membre à membre, 
après avoir multiplié la seconde par L On a : 

K-hBi = q (cos a + 1 sin a) -h 9* (cos 2a -h i sin 2a) + ... 
-i-(7'*"*[cos(n — i) a-i-esin(n — i)a]; 
ou, d'après la formule de Moivre : 

A -h Bt = ç (cos a H- i sin a) + 9' (cos a H- i sin a)* -4- . . . 

-f- q'"^^ (cos a H- i sin a)"-* , 
le second membre est une progression géoméirique : 

. ^"(cos a 4- i sin a)" — q (cos a -h t sin a) 

A-hDl — ; :— : r • 

^ (cos a H- 1 sin a) — i 
Employant de nouveau la formule de Moivre, et ordonnant 
par rapport à t, on a 

. (9" cos ncL — q cos a) -h i{q" sin na — g cos a) 

A 4- j3t = : : • 

q cos a — I + ig sm a 
Séparant, dans le second membre, les parties réelles et les 
parties imaginaires, au moyen de Tidentité : 

o -h 6i aa -\- bV ba' ^ ab'i 



on trouve 

ç"+* cos (n — I )a — ^"cos ni —q^-hq cos a 



A-hBî 



q^ — 2g cos a + I 



.7"+^ sin (n — i)a — Q'*sinna+ QSino. 

-+- 1 z — ' 

q* — 2q cos a -4- 1 

on a donc : 

ûr"+^ cos (n — I )a — û" cos m — q^ -\- q cos a ,,,. 

A - ' ^ T ' ' ^ » (^) 

7' — 2q cos a 4- I 

g"-*-* sin (n — i)a — q'' sin na -h g sin a 

B— , , '<) \0 

9* — 2q cos a 4- I 

d'où 

q — \ r 9"+* cos (n ~ i)a — g" cos îia — q cos a 4- i 



X =. 



y 



<jf** — I q^ ^ 2q cos a 4- i 

r(qf — i) g""^^ sin(n — i)a — g*" sin na 4- 9 sin a 



g" — I g' — 2g cos a 4- I 

Remarque. — Les formules (6) et (7), si J'en y suppose g < r 
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et w infini, donnent les suites qui figurent dans (l). et (2); 



savoir : 



3. — Soit X la distance du centre de gravita cherché à 
la base inférieure du mètre cube. Appliquant le théorème 
des moments par rapport au plan de cette base, on a (*) : 

\ 10? lo* / 2 io'\ 2.10/ lo^'V 10 2.10V 

I / I I I \ 

H Al H ^- — i + i + 

io*\ 10 ^o* 2.10V 

X. 1000 1/ I I \ / I I I \ 

= =-(l -H—, H :+ • • •)+ I -i + — «H i-H) 

999 2\ 10* 10^ / \lO' 10® lO* / 

loxio* 10® 10** / io*\io' 10" / 

lOOOO I 1000 I 1000 1 1000 

H ; • 1 ; • "-■ 1- — 77' h • • • 

« r\nf\ t r\i r\r\c\ tnil 



• • • « 



2.9999 10» 999 10' 999 10^* 999 
10000 



H ( I + — * -^- -^ + \. H- • • • ) 

q9q\ 10* 10® 10** / 



2.9999 999 

I 0000 1 I 0000 



2.9999 999 9999 

5oo5 
X =^ ^o^jSooSSooSSooSS... 

9999 

Nota. — La troisième partie, avec certaines généralisations intéressantes 
a été également traitée par M. Moulet, professeur au collège deManosque. 



QUESTION 212 

aiolution» par Ignacio Betens, capitaine du Génie à Cadix. 



Démontrer qu*un triangle ABC a ses angles aigus ou qu'il 
possède un angle obtus, suivant que la somme des carrés de ses 

(*) Le calcul est plus simple en prenant d'abord les moments par 
rapport au plan horizontal passant par le sommet du corps. (Note de 
M. DeUac), 
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trois côtés est plus grande ou plus petite que le double du carré 
du diamètre du cercle circonscrit; et réciproquement. 

(G. L.) 

Soit le centre du cercle circonscrit à ABC (*); joignons 
le sommet B au centre 0. Le rayon OB coupe la circonférence 
au point B'. Supposons d'abord que ABC ait ses trois angles 
aigus; R désignant la longueur du rayon, nous avons: 

AB* 4- AB'« = (2R)S 
BG« + GB'* = (2R)»; 
d'oîi AB» 4- BG« + AB'« -h CB'* = 2 . (2R)«. (1) 

Mais Tangle AB'G étant obtus, on a 

AB'«+GB'«<AG« 
et, par suite, AB« 4- BG« -h AG« > 2 . (2R)*. 
Si, au contraire, Tangle B est obtus ; alors on a 

AB'« 4- GB'« > AB» 
et AB« 4- BG« 4- AG» < 2 . (2R)>. 

Dans le cas particulier où Tangle B est droit, on sait que 

AB« 4- BG» 4- AG« =: 2.(2R)«. 
Les réciproques sont évidentes. 

Nota. — Solutions analogues par MM. A. Boutin, professeur au col- 
lège de Courdemanclie ; D. Cotoni, au lycée d'Alger ; Henri Martin, lycée 
Gondorcet; Ë. Quintard, à Arbois. 



QUESTIONS PROPOSEES 



268. — Dans un polygone régulier de n cotés inscrit 
dans un cercle de rayon R, si on désigne par a le côté du 

polygone et par 8^, S,, S, 8^3 les diagonales menées d'un 

sommet à tous les autres, on a la relation : 

81 + 82 ^ §2 H. ... + 82__^ =. 2(nR« - a«). 

(E. Vigarté.) 

269. — Si des points de Brocard, û, û', on abaisse sur 
les côtés du triangle de référence ABG, les perpendiculaires 



(*) Le lecteui- est prié de faire la figure. 
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Ûa, ûp, ûy; Û'a, Û'p', Ûy', les deux triangles apy, a pY sont 
équivalents et ont même angle dé Brocard que le triangle ABC. 

(E. Vigané.) 

m 

270- — On considère un cercle A et deux diamètres rec- 
tangulaires Ox, Ùy; une tangente mobile rencontre Ox en A. 
et Oy en B; on mène par A une parallèle à Oj/, par B une 
parallèle à Ox: soit Mie point ainsi obtenu* 

Démontrer que si, sur la droite menée par 0, symétrique de 
Ox par rapport à OM, on prend d= 01 = OM le lieu de I est 
un système de deux droites parallèles à Ox, (G. L,) 

271. r- On considère un cercle et un diamètre fixe AB, 
dans ce cercle. Soit M un point mobile sur la circonférence 0, 
Sur AM et BM, comme diamètres, on décrit des circonfé- 
rences A, A'; et, par M, on mène une parallèle à AB; cette 
droite coupe A en G, A' en D. Si Ton trace les tangentes 
à A et A', en ces points G, et D, elles se coupent en un cer- 
tain point I. Le lieu de I est une ellipse. (G. L.) 

272. — Soit un triangle ABG. Sur BG on prend un poiot 
mobile M et Ton trace, par ce point, des parallèles aux 
côtés AB, AG : soient P, Q les points de rencontre de ces 
parallèles avec ces côtés. On prend GF = AGP, BQ' = ftBQ, 
fc, désignant une constante donnée : les parallèles menées 
par P', Q', aux côtés AB,AC, se coupent en I; trouver le lieu 
décrit par ce point. (G, L.) 
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